Kapitel 1
1107

a) Méngden av alla x, sddana att x ar ett
naturligt tal och 2x =3 =>x = 1,5, dvs. inte ett
naturligt tal => den tomma mangden.

b) Mangden av alla x, sddana att x ar ett reellt
tal och 3x =4 =>x=4/3, dvs. ett reellt tal.

c) Mangden av alla x, sadana att x ar ett reellt
tal och x* = —1 => x = i, dvs. ett komplext tal
=>den tomma mangden.

d) Mangden av alla x, sddana att x ar ett
komplext tal och x* = —4 => den tomma
mangden.

1108
Se facit.

1109

Mangden kan skrivas: 2',2%,2°.... =>

{x :x=2",x e N (storre dn noll)}

1110
Se facit.

1111
p

Mangden av alla =, sadana att g ar ett heltal
q

och skiljt fran noll => Mangden av alla
rationella tal.

1112

x=2,5+£4/6,25-b

=> x reelltomb <6,25

Dvs. B :{b:b >6,25,b e R}

1118

Se s. 12, exempel 1 och facit. Alla kvadrater
ingari A, likasa alla rektanglar med hojden

2 cm. Det finns element som tillhor bade C och
D, men det finns ocksa element i C som inte
tillhor D och vice versa. Trianglar ingar inte i
mangden alla rektanglar.

1119-1120

Se genomgang och facit.

1121
a) Nej, det finns arbetslésa man som ar mellan
20 och 30 ar gamla.

b) Arbetslésa man som ar mellan 20 och 30 ar
gamla.

1128
a) Snittet av A och B: AmB:{2,5,9} =

ANBNC={59}

b) Se definition unionen och facit.

¢) BNC={59,17} =>
AU(BNC)={1,2,4,5,9,11,17}

d)

ANB={2,5,9}
ANC={59,11}
=>(ANB)U(ANC)={2,5,9,11

1129

Jamfor exempel 2 s. 15-16. Rita ett
venndiagram (jfr t.ex. figuren i uppgift 1124)
och summera alla falt.

gluten Nlaktosmdamm : 2 st (i mitten)
gluten Nlaktos: (7 —2)st =5st

gluten "damm : (6 —2) st=4st
enbart gluten: (16-5-4-2) st=5 st
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laktos "damm : (5—2) st =3 st
enbart laktos: (18 —5—3—2)st = 8st

enbartdamm: (17—-4—-3-2)st=8 st

=>Patienter som inte fatt diagnos:

40— (2+5+4+5+3+8+8)st =5st

1130
Se facit.

1131

a) Markerat omrade utgors av de element i A
som inte tillhér B => A\B

b) Markerat omrade utgérs av de element i A
som varken ingari B eller C=>A\(BuUC).

1132
a) Komplementet till komplementet till A
maste vara A => sant.

b) Snittméngden bestar av alla de element
som finns i A och i komplementet till A, dvs.
den tomma mangden =>falskt.

c) Méngden av alla element som finns i A, eller
i komplementet till A, eller i bada => falskt.

d) Komplementet till unionen av A och B ar
alla element som inte ingéri A eller B. Aven
snittet av komplementet till A och
komplementet till B utgors av alla element
som inte ingar i A eller B => sant.

e) Alla element som inte ingar i snittet av A
och B kan ocksd skrivas som unionen av
komplementet till A och komplementet till B
=>sant.

1133
Rita figur (jfr t.ex. uppgift 1131a).

Procent av eleverna som gillar hamburgare,
pizza eller bada:
A+B—-AnNB=0,70+0,60-0,50=0,80 =>

20 % av eleverna gillar varken hamburgare
eller pizza.

1134-1135
Se facit.

1209
a)..=P(B)+P(C)-P(BNC)=

=0,07+0,06-0,04 =0,09

b) P

(inget A)

=1-0,09=0,91
c) P(BUC)—-P(BNC)=0,09-0,04=0,05

1210
a) A och B ar beroende, ty
P(AnB)= P(A)-P(B)

=> (0,008+0,015-0,003=0,02
b) 1-0,02=0,98

c) Rita figur.
P(A)-P(ANB)+P(B)-P(ANB)=

=0,008+0,015-2-0,003 =0,017

1211
P(AUB)=0,7+0,8—P(ANB)=0,9
=>P(ANB)=0,6

1212
Se facit.

1213-1214
Se facit.

1305

Fyra bokstéver: Forsta bokstaven kan véljas pa
4 satt, den andra pa tre satt, osv. =>
4-3.2-1=24.

Tre bokstaver:4-3-2=24
Tva bokstaver: 4 - 3 =12; En bokstav: 4 satt

=>Totalt 2-24+12+4 =64
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1306

Bokstaverna och siffrorna kan kombineras pa
3-2:1-3:2-1=36 satt.

1307
Varje steg nedat kan valjas pa 5 olika satt. For
att nd punkten Q krévs 7 steg ned =>5".

1308
Talet kan inte bérja med en nolla =>
sannolikheten for att den forsta siffran ar en
8 . o
trea ar 5 Sannolikheten att ndagon av de
6

ovriga siffrorna ar en trea: —
10

8.9°
>—.
9-10°

1320

n=1:n'=1 och 2" =2
n=2:n!=2och 2" =4
n=3:n'=6och 2" =8
n=4:n!'=24 och 2" =16
=>n=4

1321
Se facit.

1322

Prova med positivt tal, t.ex. n = 3.
a)(3-2:1)1=6!=6-5-4-2-1%(3-2:1) =36

Dvs. ej sant.

b) 31(3+1)=3-2-1-4=(3+1)!=4!, dvs. sant

forn=3.
Sant for alla n? Skrivom VL:

n!(n+1)=m+1)-n!'=(n+1)! =>sant

c)3-2:1#4-3-2-1-4

1323

Antalet permutationer av 2 element valda
bland 5 element ar

51

—=5-4=20

3!

Men eftersom elementen i mangder inte ar
ordnade blir antalet 20/2 = 10.

1324
Utfallsrummet = antalet mdojliga satt att valja
de fyra hjulen, dvs 4!

Gynnsamma utfall &r 1 (dvs. alla ddck hamnar
pa samma plats som forra aret).

1 1

= — =

4! 24

1325
Se facit.

1326

Den forsta bonden kan placeras pa 8 olika satt
pa den forsta raden. Den andra bonden pa 7
olika satt pa den andra raden...=> 8!

1327
Antalet permutationer av de 5 bokstaverna ar
5!1. Men halva antalet kommer att vara
dubbletter eftersom det forekommer 2 "T".
Eftersom 2 bokstaver kan ordnas pa 2! satt ar
antalet permutationer som ar olika

5! 5-4-3-2-1

- 60
21 21
1328

51 51
(5-5)! 0!

Svaret ska bli 5! och det blir det bara om man
infor tillaggsdefinitionen 0! = 1. Se s. 30.

1334

a)
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_ 100! 100-99-..-2-1 8)(7) (10 8! 71 10!
T 21(100-2)! 2:1-(98-97-...-2-1) 1))\ 1) ne-n nE-nr nao-!

100-99 |
= = 171100 8! 11
4950 82100 8 1 10 o o 102560
7! 6! 9! 1 6! 1
b) satt att valja en kula av varje farg.
Antalet satt att valja 3 kulor bland totalt 25 ar
1ot 10-9-...-2-1 B
T 6110—=6) 6-5-..-2-1-(4-3-2-
106'9(15 76)'106357"' 2:1-(4-3-2°1) 25) 25! 25.24.23 _25-4-23_2300
=2 TP 910 3 ) 3125-3)!  3-2-1 1
4-3.2-1 1
=>
1335 560
Se kommentar facit. ——=0,243
2300
! 9. ..
10! = 10-9-...-2-1 = b) Antalet satt att vélja 4 kulor bland totalt 25
10!(10—10)! 10-9-...-2-1-(0)!
) Lzsj
ar .
1336 4
Se facit. .
Om ingen bla kula valjs ska enbart bitar viljas
1337 bland de réda och gula, som ar totalt 18
a) Utan aterlaggning. C(18Y)
stycken. Det kan ske pa 4 satt.
4 12
—-i: ~ 0,45 %
52 51 2652 Sannolikheten att fa 4 som inte &r bla ar alltsa
Alternativt se facit. (13] 181
4] 4118—4) 18!-21! 18.17-16-15
b) _Al18-4)! _ _ 0,242
[25j 25! 14!.25!  25-24-23.22
41(25—4)!
1312156 g 4 ( )
52 51 2652
Alternativt se facit. 1339
Antalet satt att valja 5 elever bland totalt 30 ar
1338 30
Att vélja en rod kula bland 8 kan ske pa (5 j
8) . ca s
) satt. FOr vart och ett av dessa satt finns Om ingen pojke viljs ska enbart elever viljas
bland flickorna, som ar totalt 12 stycken. Det
7
det (Jsétt att valja en bla kula. kan ske pé (ISZJ it

Sannolikheten att fa 5 flickor ar alltsa

Enligt multiplikationsprincipen finns det
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j 5w12 5)' 121-25!  12-11-10-9-8

30! 71-30!
( ] 51(30—5)!

0,56 %

1340
Antalet satt att valja 5 trad bland totalt 500 ar

500
s |
Om endast en dppelsort ska valjas kan det ske

. 100)
pa 5- 5 satt.

Sannolikheten att fa samma appelsort ar alltsa
100!

[100}
5. > ) .. 51100-5)! _
500 500!
5 51(500 —5)!
(100-99-98-97-96)

=5 =0,0015
500-499-498-497-496

100! - 495!

500! -95!

1341
Antalet satt att valja 2 element bland totalt 6

6) &
"\2) " 26-21

1342
Att vdlja 5 ettor bland totalt 13 ettor kan ske

. (13 . it
a satt.
P 5
(8 .
Att valja 3 kryss kan sedan ske pa [3) satt.

De aterstaende 5 raderna bestar av tvaor.

Enligt multiplikationsprincipen finns det

©30-29-28-27-26

13} (8) (5
S =72072 satt att vdlja raden.
5 5/15

1343
Steg 1: Totalt antal utfall?

Antalet satt att valja den forsta plattan bland
ett mycket stort antal plattor &r 3 (det finns 3
olika farger). Antalet satt att valja den andra
plattan ar ocksa 3.

=>Totalt antal utfall &r 3".
Steg 2:
Antalet satt att valja 5 plattor som har farg 1

15
bland totalt 15 plattor ar (5 J

Antalet satt att valja 5 plattor som har farg 2

10
bland totalt 10 plattor ar (5 J

o 5
Aterstar 5 plattor som har farg 3 :>(SJ

Sannolikheten att kunden far 5 plattor av varje
farg ar

1349

a)

w=(a+(=b))* = [binomialsatsen] =
=a* +4a’(-b)+6a’*(=b)’ + 4a(-b)’ +b* =
=a' —4a’b+6a’b’ —4ab’ +b*

b)

w=(p+(-29))’ = [binomialsatsen] =
=p’ +3p°(2q)+3p(-29)" +(-2q)’ =
=p'—6p’q+12pq’ ~8¢’
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1350

Se facit.
1351
16 .
a)...=( j: 16! _16:15_
2 ) 2106-2)! 2
14 .
b)...:[ ]: 1401413
2 ) 2104-2)! 2
100
)[ JLEOO
1 ) 1@oo-1n! 1
1352-1353
Se facit.
1354

Om x kan forkortas bort galler att

9 5x2)°k 2k_9 5% (_2)k =
k(x) (_;)_k() (=2)" =

1
520K —=1
x

=>k =18-2k =>k =6 (sjunde termen)

= [ZJ(S)H (—2)°=672000

1355

1 1
andra raden: [ JJ{ ]=1+1:2
0 1
2 2 2
tredje raden : ( j+( }L[ J=1+2+1=4
0 1 2

fjarde raden:

RN

Forsok att identifiera ett monster:

=>2, 2-2, 2:2-2
=2, 2%, 2. =2""!

for rad n.

Testa for sjatte raden:
2°=32
5 5 5 5
+ o+ |t =.
0 1 2 5
=1+5+10+10+5+1=32

=> 0Om n betecknar rad i Pascals triangel kan

summan skrivas 2"

1356

6 6 6
=l 204 2%+ |2t
0 1 2
6 6 6 6
+| 2224 2%t 27+ i =
3 4 5 6

=2%+192i +240i* +160i> +60i* +12i° +i° =
=64+192i—240-160i +60+12i—1=
=—117 + 44i

1357
Se facit.

1362-1363
Se facit.

1364-1365
Se facit.

1406-1407
Se facit.

1410-1411
Se facit.

1412
Se facit.
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Kapitel 2

2110

a)

12672 = [siffersumman ar delbar med 9} =

=9-1408 =

= [de tva sistasiffrorna ar delbara med 4] =

=3.3-4.352=3-3.2-2-4-88 =
:3.3.2.2.2.2.4.22:
=3.3.2.2.2.2.2.2.2-11=3*.2" .11

b)

42120 = [siffersumman ar delbar med 9] =

=9.4680=3-3-5-936=3-3-5-3-312 =
=3.3-5.3-3-104=3-3-5-3-3-4.26 =
=3.3.5.3.3.2.2.2-13=3".2".5.13

c)

185895 =[delbart med 5]=
=5.37179=5-9-4131=
=5:9.9-459=5.9.9.-9.51=
=5.3-3.3.3.3.3.3.17=3"-5-17

2111
a)..=4-3.2:1=2.2-3.2=2"-3

b)

.=6-5-4.3.2.1=
=2.3.5.2.2.3.2=2".3.5

c) Utnyttja resultatet i b-uppgiften:

..=11-10-9-8-7-(2*-3%.5) =
=11.2-5-3-3.2.2.2.7-(2*-3*.5) =
=11-7-2%.5%.3*

2112

Mangden av alla m, sddana att m ar delbart
med 3 och dar m tillhor de naturliga talen.

2113-2115
Se facit.

2116-2117
Se facit.

2204
a) 120/4 = 30 => kvoten 30 och resten 0.

b) 13/15 = 0,8666....
Vi kan skriva13 =015+ 13

Kvoten ar O och resten &r 13.

2205
a) 0<r<8 gerk=-1ochr=3.

b) 0<r<6 gerk=-2ochr=4.

2206

a)

a=k-b+r,0<r<b
25=2-124r =>r=1

Alternativt b = 10 => r = 5. Se facit.
Alternativtb=9=>r=7.
b)

a=k-b+r,0<r<b
25=5-54+4r =r=0

c)

a=k-b+r,0<r<b
25=4-6+r =>r=1

d)

a=k-b+r,0<r<b
25=12-24r =r=1

2207
Tex97+13 =110 eller 97-13 = 84, ty

110=8-13+60ch84=6-13+6
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2208
Se facit.

2209
252=3-81+9

Resten ar 9, dvs. delbar med 9.

2220

a)

35=2-12+11
12=1-11+1
11=1-114+0

=> relativt prima

2210 b)
Se facit.
588 =1-483+105
2211
. v o gk 483=4-105+63
Oldtimers gor sa har:
105=1-63+42
x +3 63=1-42+21
x—1lx? +2x 42=2-2140
—(x*-x) => ¢j relativt prima
_________ GOr pa samma satt med c) och d).
3x+0
-(3x-3) 2221
————————— Se facit.
3
2222
=r=3
Se facit.
2212
) 2306
Se facit.
13 delat med 9 ger kvoten 1 och resten 4.
2219 Nagra av de tal som ger samma rest, dvs. ingar
a) i restklassen, ar
270=198-1+72 [4] =...—5 4,13,22,31,....
198=72-2+54
72=54-1+18 2307
54=18-2+18 Se facit.
18=18:1+0 2308
=>SGD(270,198) =18 Det finns 4 restklasser modulo 4:
b)
[0],.[1][2], och[3],
18
270=2-5-3-9=5-3-2-3-3 2309
8 Se facit.
198=2-3-3-11
SGD(198, 270)=2-3-3=18 2317-2320
Se facit.
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2321-2322

Se exempel 3 och facit.

2323

Observera att:

292=-8=-2

429=9=3

523=-7=-3

225=-15=-3 (allamod 6)

Alltsa ar
292-429+533-225=(-2)-3+(-1)-(-3) =
=-6+3=0+3=3.

Resten blir 3.

2334-2335
Se facit.

2408
a) a,=a, +d-(n-1)

Differensen d mellan tva pa varandra féljande
kolumner ar konstant =>

a,=a +d-(n-1)=
a,=4+2-(n—-1)
b)

28=4+2-(n-1)
=>n=13

a,=a +d-(n-1)=
4+2-(20-1)=42

20
=>S,, :7-(4+42) =460

2409
Utnyttja

a,=a +d-(n-1)
444=12+6-(n—1)
=>n=73

2410
Se facit.

2411

Talféljden kan skrivas a, =2 + 3(n —1).

Da a3;3 = 101 och as3; = 998 finns 300 tresiffriga
tal i talféljden.

a) | talféljden ar vartannat tal jamnt. Det finns
alltsa 150 tresiffriga tal i foljden som ar
delbara med 2.

b) | talféljden ingar inga tal som ar delbara
med 3 =>0 tal.

c) Ett tal som &r delbart med 6 maste vara
delbart med bade 2 och 3. Alltsa ar inga tal i
talfoljden delbara med 6.

2412

Ledning: Teckna de ursprungliga talen sa har:

a,a+4,a+8

Den nya talféljden:

a+2,a+7,a+13

Givet:

a+7 a+13

a+2 a+7

a’ +14a+49=a’ +15a+260
a=49-26=23

=>b=23+4=27 och c=23+8=31

2413
Rad 1: 7 platser

Rad 2: 10 platser
Rad 3: 13 platser osv.

124=7+3-(n—1) =>n=40

40
=>S, :7-(7+124) =2620
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2414
Se facit.

2415

Ledning: Hur stort ar det mellersta talet om

summan ar 3?

a—k+a+a+k=3
=>a=1
Kvadrering:

(1-k)*, 1%, 1+k)

kvotenkonstant =>
1> (1+k)
(1-k)° I’

1=(a+k)’ (a—k)
1=(1*-k*)

1=1 -2k +k*
k*-2k*=0

Sitt k> =z

2 =2z=0

z=1£+1-0

z,=2,z,=0

=2 =>k=+2

De tre talen ar

1-42, 1, 1+42

2416
f'(x)=2ax+b
=>

f)=>b
f'()=2a+b
f'(2)=4a+b

f'(9)=18a+b

=>k=2a

S =%(b+18a+b) =

=5(18a+2b) =90a +10b

2423
a)
ot
2
S:al(k”—l)z
" k-1
sty -y 320t
T e
1, 1
2 2

32
=—2(22-32)=64-1=63
64

b) k=1,3

5
s - 1(1,3° -1) ~9.0
1,3-1

c)

1,3,3,3,.,3 =k=3
13" -1)

10

S =29524

2424
a)
X

16
=" =x"=16
1 x

P L
1

=>q =a k"' =
=1-4""=4"" eller (—4)""
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=>q =1-2""=

=1.2""=2"" eller (-2)""

n-1
1
a, =320 (—J
4

d) Element ag far man genom att multiplicera
element a; med kvoten, k, tre ganger.

as-k3:a6

L _ 76250
50

k=-5

Det forsta elementet kan berdknas ur

sambandet 50=aq, -k’

a, =2-(-5)"
2425

Se facit.
2426

Se exempel 4.

45000 = x-1,07" + x-1,07%...x -1,07°

1,07° -1
36:1,07[Lj:7654
90000
= = kr =5880 kr
4
2427

n-1

Talféljden kan skrivasa,=1-3""1=3
Endast a,0 =19 683 och a;; = 59 049 ar
femsiffriga tal.

a) Bada talens siffersumma ar delbar med 3,
sa bada talen &r delbara med 3.

b) Inget av talen har 0 eller 5 som sista siffra,
sa inget av talen &r delbara med 5.

c) Bada talens siffersumma ar delbar med 9, sa
bada talen &r delbara med 9.

2428
Se facit.

2429
5000 =100-1,05" +100-1,05"...100-1,05"
"_ 5000
105 L05" -1 _
1,05—1 100
=>1n1,05" =1n3,38

=>n=~25ar

2430
k=x

2431
Ledning: Rita figur. Anvand likformighet.

h

=
a b

Rod triangel och hela triangeln har varsin rat

vinkel och en gemensam vinkel, och ar
darmed likformiga.

Bla triangel och hela triangeln har varsin rat
vinkel och en gemensam vinkel, och ar
darmed aven de likformiga. Alltsa &r rod
triangel och bla triangel likformiga.
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Av likformigheten foljer 1
& J 8=a1-25"l =>a1=5

b h
h a : .
Vv b) Geometrisk talfoljd.
2432 Z:3k*%¢k4:_
a,=2,a,=>512 , 1
by 512 k=t
k" =——=256
2 oy ]
k=256 ~h
Ny serie: c) Aritmetisk talfoljd.
a :l’a _ a, =a, +12
R V) —
1/512
k9_1=/—=L a,=a, +12
12 256
a,=a, +24
1 1/8 3 1
kz(ﬁj =0,5 a4:a1+36
a; =a, +48
b) Se facit. "
Utnyttja S, =—-(a, +a,) .
2433 2
Se facit.
5
45=—-(a, +a, +48)
2434 2 s
Utnyttja att —a ="
1—k" 2440
S, =a, 1—k a) Aritmetisk talféljd.
d=8.
a, kan skrivas a, -(1-0,16)
_ Rekursiv :
(1-0,16) 4, 4 =2
kza—=0,84 a,.=a +8
1
S =15mg => d=8 och a,=2
1—0.84" Sluten:
15:a1 1-0.84 an=2+81’l
=>a,=2,9 mg

b) Aritmetisk talfoljd.

a) Geometrisk talféljd. Rekursiv

Utnyttja a, =a, -k"" dér k = 2. b, =1
b =b 2

n+l
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d=-2 och b, =1
Sluten:
b,=1-2n

c) Aritmetisk talfoljd.

d =100.
c,=0=>c,=-200

Rekursiv
c, =—200
c,, =c,+100

d =100 och ¢, =-200
Sluten:
¢, =—200+100n=100-(n—2)

n

2441

Se facit.

2442

a)

a,=1.
a,=1-(1+1)=2
a,=2-2+1)=6
a, =6-(3+1) =24
a,=24-(4+1)=120

b) Vi tar vardet av det foregdende elementet
och multiplicerar med n+1. Till exempel kan a,
skrivas:

(1-2-3-4)-(n+1)=4!- (4+1)=5!
=

nl=n-(n—1)!

2443
a) Losning med hjalp av EXCEL:

-

=i

E

ryls
398

Bokl

I

B [
%P
BEEEE

%

A

Klistra Tecken | Justering Tal Format| Cell|*
o - - - - -
Urklipp &=

A10 v (- £ | =A9-(A9r2-4)/(2*A9) |v

A B C D E
1 a
2 2,5
3 2,05 -
4 | 2,00061
5 2
6 2
7 2
2 2
9 2
1u| 2_|
11 i
M 4 » v| Bladl Bad2 T4 [ ] v []

o[ O s00% OO ®

Klistra Tecken  Justering Tal Format | Cell*
o - - - - -
Urklipp =

A0 ~ (- fe | =A9-(A972-a)/(2*A9) |¥

W (oo |~ || n i w M=

oA

B

4,25
2,595588
2,068332
2,001129

2

[ I o~ I L

=
Hﬁ
LIS

H 4 » M| Bladl

B

Blad2

=

el m |

D

20

w

o | [EO@ wx 0 U @

c)
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@|gqv?_iv|: Bold -M S @3m =2
Stal Infe| Sidi| For d] a@o@ =
D2 Al (=] (% |4 B
o=l B3 - . R . R
Klistra Tecken  Justering Tal Format | Cell Klistra Tecken  Justering| Tal Format | Cel
= . - . - . in N - . -
Urklipp Urklipp
A10 v [ fe | =A9-(A9%2-4)/(27A9) ¥ A20 v [ fe | =A19+RAD(A19) v
A B C D ; A B C D ;
1 40 1 0 ]
2 20,05 2 1
3 | 10,12475 = 3 3
4 | 5,259911 a 6
5 | 3,01019 5 10
6 | 2,169505 6 15
7 | 2,006622 7 21
8 | 2,000011 8 28
9 2 9 26
10 21 10 a5 =
11 E 11 55
4 4 » #| Bladl ~Blad2 ~[]4[ m a0 = c6
Klar EH|E E 100% (=—O—(F) .
Lo [ 2«
14 91
2444 15 105
n=1 < 0 vinklar 16 120
17 136
n=2 <1 vinkel
18 153
n=23 < 3 vinklar 19 171 L |
n=4<> 6 vinklar 20 190| |
n=>5<>10 vinklar i 4 | Bladl ~Bed2 <[ v [
Kar | |EEME 100% (= U .

Forsok att hitta ett monster. =190 vinklar
Antalet vinklar 6kar med n for varje strale 2445
som laggs till => Summan av de tva foregdende termerna ger

B nastféljande term.
a, =a,+n

0+1=1 (a,=1)
1+1=2  (a,=1)
1+2=3  (a,=1)
2+3=5 (a,=1)
3+5=8 (a =1)

Med n =20 strilar =>

A,y =a,+19=

20

=[Anvandriknare eller digitalt verktyg] =

Ledningar och I8sningar till M5, 47-10928-9 © Liber AB
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2446

a) Studera figur. Det ar hela tiden langden,
dvs. langsta sidan, som halveras. Ett Ad-
papper ar ett AO-papper vars langd och bredd
har "halverats tva ganger":

1

4

2
Lingd: — m=0,297m
2-2

1

2 4
Bredd: m=0,210 m
2-2
b)
L
A, =2*2*m’=2"m’=1m’
1
24 L 2°
Ay=—2" m’="m’*="m’
2 2 2
L
24 24 2°
A,="—"—m’="m’=—m’
2 2 4 4

2450

Enda skillnaden mellan A och B ar att index
betecknas med olika bokstaver. D ar lika med
A och B eftersom termerna i summan ar
identiska. C innehaller andra termer an de
ovriga summorna.

2451
Se facit.

2452

2453

a) Se facit.

b)Ett satt ar att skriva ut nagra summor och

forsok se sambandet:

-
]

I
R

I

W

=
© 0

g

a,=a,+a,=3+6=9
1

3
w

Da,=a+a,+a, =3+6+12=21
n=1

4
Da, =a+a,+a,+a, =3+6+12+24=45
n=1

=>

a+a, +a, +a,=
3 +6 +12 +24=
a, +2a, +2-2a,+2-2-2a, =
a2’ +a -2 +a, 2" +a, -2’

=>q =gq,-2""=3.2""

c) Fel i uppgiften. Antingen byts variabeln i
summan till j, eller sa kan t.ex. m ange antal

termer i summan:

da,=)32"
n=1 n=1
Utnyttja att kvoten k=2 =>

(k"-1) _, @"-1) _

S,=4a,: =3

" k-1 2-1
=3-(2"-1)
2454

A. Geometrisk serie:

2
a=-lLk=—=-2

=>a =-1(-2)"

=> i—1 (=2

B. Aritmetisk serie:
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4 1
a,=-1, d:_g_(_l) :_5

—>a :—1+d-(n—1):—1—§-(n—1)=

Alternativt se facit.

2455

a)

Vecka 1 skickas 1 brev

Vecka 2 skickas 2 brev

Vecka 3 skickas 4 brev....

Talféljden 1, 2, 4, 8..... kan skrivas som
2°,24,2%, 2277

—g =
a,=a k" =

=1-2""=524288
b)

20

Zzn—l

n=1

Geometrisk summa med k = 2:
. (220 _1)

S,, =1 =1048575

20

2502

a) Induktionsbevis.

Steg 1: Formeln géller forn=1, ty

1=1

Steg 2: Anta att formeln géller for n = k:
S, =143+5+...+(1+Q2(k-1) =k

Steg 3: Med n=k+ 1 farvi

Sk+1
=(k+1)

Enligt induktionsantagandet galler att
S, =k =>

S, =k +Q+2(k+1-1)=
=k>+14+2k =(k+1)’

Tillsammans visar steg 1, 2 och 3 att formeln

galler.

b) Se facit.

2503-2507a
Se facit.

2507
b)

Steg 1: Formeln géller forn=1, ty

1 1

T S 1
"(3-1-2)(3-1+1) 14 4
1 1

3141 4
Steg 2:
Anta att formeln géller fér n = k:

:;hﬁ
(3:1-2)(3-1+1)

.\ 1 ok
(k-2)(3k+1) 3k+1

k

Steg3: Med n=k+ 1 farvi

=1+3+5+...1+2(k-1)+(1+2(k+1-1)) =

- Liber
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k 1

S = + =
3k+1 (3(k+1)—2)3(k+1)+1)

= k + 1 =

3k+1 (Bk+3-2)(3k+3+1)

= k + 1 =

3k+1 (Bk+1)(3k+4)

_ k(Bk+4)+1

C Bk+1)(3k+4)

3k +4k+1

 (Bk+1)(3k+4)

Vi stannar upp och hittar nollstallen till
polynomet i taljaren:

3k?+4k +1=0
+2kilog
3 3

2
k=24 (Zj L2, 43_ 2.1
3 \W(3) 37 3 V9 9 33

k=—1ellerk =—l
3

Polynomet i taljaren kan faktoriseras till
3Kk* + 4k + 1 = (k + 1)(3k + 1). Alltsa:

_ (k+DBk+1)  k+1
KU Bk +D)(3k+4) 3k+4
~ k+1  k+1
C3k+3+1 3(k+1)+1

Tillsammans visar steg 1, 2 och 3 att formeln
galler.

2508

a) Genom undersokning och provning kan
inses att summan tycks kunna beraknas
genom formeln

. 1
DI (1+ Tj =In(n+1)

i=1 I
Vi bevisar formeln genom induktion.
Steg 1: Formeln galler forn=1, ty
VL=In(1+1)=1In(2)

HL=In(1+1)=1In(2)

Steg 2:

Anta att formeln géller fér n = k:

k In(1+%j =Ink +1)

Steg 3: Med n=k + 1 far vi

k+1 1 1

;IH(HTJZ In(k +1) + In(l+mj:
1

- In[(k +1)(1+mD =In((k+1)+1)

Formeln galler alltsa da dven forn =k + 1.

Tillsammans visar steg 1, 2 och 3 att formeln
galler.

b) Genom undersdkning och prévning kan
inses att summan tycks kunna beraknas
genom formeln

. 1 n
Zi(i+1) “n+l

i=1

Vi bevisar formeln genom induktion.
Steg 1: Formeln géller férn=1, ty VL=1/2 och
HL=1/2.

Steg 2:

Anta att formeln géller fér n = k:

g k
Zi(i+1) Tk+l

i=1

Steg 3: Med n=k + 1 far vi

k+1 1 k 1
i) kel KDk
~ k(k+2)+1  KP+2k+1
k+Dk+2)  (k+D(k+2)
o (k+D)®  k+1
(k+D(k+2) k+2

Formeln galler alltsa da dven forn =k + 1.

- Liber
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Tillsammans visar steg 1, 2 och 3 att formeln k?+k+2 N

giller. a,,=a +k+1)= k+1=
2 2

2509 :k +k+2+2k+2:k +2k+1+k+1+2:
Figuren som saknas i boken: 2 2 2

C(k+1)?+(k+D)+2

2

Tillsammans visar steg 1, 2 och 3 att formeln

galler.

2510-2511

Se facit.

Genom undersoékning och prévning kan inses
att antalet falt tycks kunna berdknas genom
formeln

n+n+2
an=——7;——

Det kan ocksa inses att nar n linjer redan ritats
och en ny linje dras, kommer det uppsta n nya
skarningspunkter och den nya linjen passerar
alltsa n + 1 omraden som den delar i tva. Den
nya linjen kommer att bilda n + 1 nya
omraden. Alltsa géller atta,+1=a,+ (n+1).
Vi visar att elementen i denna talféljd kan
berdknas med formeln ovan genom induktion:

Steg 1: a, = 2. Formeln géller forn=1da en
linje delar av ett omrade i tva falt.

Steg 2: Vi antar att formeln galler fér n = k:

_k*+k+2
T2
Steg 3: Vi kan visa att formeln da dven géller
forn=k+1

. Ledningar och l6sningar till M5, 47-10928-9 © Liber AB
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Kapitel 3

3109
Se facit.

3110

y=—cosx+C

=>
4=—cos2r+C=>C=5

3111

X

y=2e"+ 2e2 +C
y2)-y@) =

2 1
=2¢" +2e*+C—(2e' +2e2 +C) =
1 1
=2¢> —2e? =2(e” —e?)

3112
a)

1
y’=—il=—x ’
xE
1

y=-2x*+C

0=-242+C=>C=4

b)

’ 4 -2x
y er
y=-2-e*+C

0=-2""+C =C=2

c)

y' =4x’ +8x+C,
y=x"+4x"+Cx+C,
=C,=2
10=1+4+C +2 =>C =3

d)

y'==x"+C,
y=-In|x|+Cx+C,
-1=-1+C, =>C =0
4=-Infil+C, =C, =4

3113
y'=2
y(0)=2-0+3=3

3114

y'=3x"+3
y"=6x

3115

a)

y' =2x+1
y=x"+x+C
2=I"+1+4C =C=0

b) Se facit.

3116

y' =2x+C,

y'(0)=2-0+C, =4 =>C, =4
y=x"+4x+C,
0=0"+4-0+C, =>C, =0

3205

a)
y'=-2y
y=C~672x
4=C-¢”" =C=4

=>y'(0)=-8-¢ *'=-8
b) => y'(-1)=—8-¢ ~'=-8¢*

3206

a)
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1, 3211

= . 4
y=C el Se facit.
3=C-e* =C=3
. 3216
3 L
=> y’ = 264 a)
1
y'(0)= %e? ’ :Z Hastighetskonstanten k =6,93-107 s

dK . . .
— negativ eftersom koncentrationen minskar.
b) x =4 =>y = 3e. | denna punkt har tangenten dt

riktningskoefficienten
dK S
—=-k-K=-6,93-10"-K
k '(4) 3 i4 3 dt
= =—¢e =—e
Y 4 4

Tangentens ekvation kan skrivas b)

A I K(t)=C-e 0™
=kx+m=—-x+m
4 4 Bestim C':

_ _ (., 6931070
Satt in given punkt: K(0)=0,2000 M=C-e M

=>(C =0,2000
3¢=2 41m =>m=0 K(400) =0,2000-¢ %" M =
4 =0,0125 M
=>
3217
3e Fel i facit. Skall sta: .... ar 1880.
y=—x
3218
3208 Givet uttryck ger lI&sningen
Rat linje genom origo:
I=1,-¢"
1
V= 5)/ I minskar till halften efter 1,3 m.
1
yZC'eS i_l_e,#.13
. =—=
2=C-e" =C=2 L, 2
Los ut proportionalitetskonstanten.
3209
1 1
'=— In—=-x-1,3
y 4)’ > H
Ly | 1
= . 4 ni
y=C-e oy
1 M= =0,533
—.0 -1.3
y(0)=2=C-e* =>C=2 ’
=>[(x)=1,-e "
3210
Se facit.
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3219
. dK .
a) Koncentrationen K(t). _t negativ eftersom

koncentrationen minskar:

dK -
E:—k-K(t) ger losningenK = K, -

-t

Los ut k med hjalp av givna varden:

K _ 0,45=¢ "
KO
In0,45 = —k-65

=>k=0,0123
b)

£ — 0’25 — 670,01234
KO

=>t=113s

3220

a) % =—k-v(t) ger losningen v(t)=v,-e ™

Givet:

v(0)=2,8 dm/s
v(10) =2,0 dm/s

V(lO) . 2,0 _ e_kAlo
v(0) 2,8

2,0

In
k=—28 _0034
0

b)

1)0 —0,034-t
—=e

2,8
=>t=31s

(Om fler decimaler tas med i k. Se facit.)

3221

a)

dL
& kLT
ar ~ D

gerlosningen L(T)= L(T,)- e’
1,01-1240 e

1240
In1,01 B
k=220 4 975.107
b)
1O5:e4,975-10"‘~T
In1,05
=n—4=98 °C
4,975 -10
c)

1275 _4975-107%T
—=e

1240
1 1275

ni
- 1240 _s6ec
4,975 -10

e) Se facit.

3307

a) Se svart kurva i fjarde kvadranten i facit.

Observera att i facit ar punkten (-0,5; 0,5)
markerad (det saknas ett minustecken framfor
x-koordinaten i facit)medan I6sningskurvan
genom punkten (0,5; —0,5) efterfragas i
uppgiften.

b) Den inritade kurvan kan kdnnas igen som

y==.
X

Den l6ser differentialekvationen da

dx dx\x :E x
e Yo VE_ 1

X X x
§3308
Se facit.
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3309 xy'=2y=0

Bestam sambandet mellan x och y genom att y'+(—£)y —0
dels utnyttja givna varden, dels avlasa i x
figuren. Utnyttja symmetri. f(x)= _2 =>F(x)=-2-Inx
x
X y —2lnx i 2
e (y'——y)=0
0 0 (y . ¥)
-1 1 —2lnx ’ —2Inx
. —_— . = 0
2 4 € . Y
0 0 d —2Inxy _
2 4 y'e—zlnx -C
y‘e—Zlnx 'ezlnx — Cezlnx
2Inx 2
Ansitt y =k-x’. Funktionen stimmer da dvs. y=Ce™ =Cx
k=1.
3310
b) Steg 1: Derivera uttrycket for Se facit.
|6sningskurvan:
3404
y' =2x Givet: Startpunkten ar (3; 4), dvs.
Steg 2: Satt in uttrycket for 16sningskurvan i x,=3 och y, =4.
givet uttryck: h=1.
xy'_zy:() xn+1:xn+1
, 2y 2:x° 5 (se exempel 1, sid129):
=—=—1=X
x x dy dy
=y +dx-—=y +h-—=*=
yn+1 yn dx yn dx
dvs. I6sningskurvan dr en l6sning till den givna =y +1-(0,5y,)

differentialekvationen.
a) x=3+1=4 => y=4+1-(0,5-4)=6
c) Forslag pa lattare I6sning:

Riktningsfaltet antyder att 16sningskurvorna &r b) x=[3-h]=2 =>y=4-1.(05-4)=2

andragradskurvor med extrempunkt i origo.

Dessa kan beskrivas med uttrycket y = Cx* och 3405_

|6ser differentialekvationen da Se facit.

VL=xy —2y=x-2Cx=2C =20 -2Cx*=0= 3406

HL x,=2och y, =0.
Alternativ 16sning: Se kommentarer for h=-0,1.

I6sningsgang i Upptack och visa s. 119.
X, =x,+1

yn+1 :yn+]‘.(0’5yn)
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x,=2-0,1=19 och y, =0-0,1-(In2%)

x,=1,9-0,1=1,8 och
y, =-0,1-(In2*)-0,1-(In1,9%)

x, =1,8-0,1=1,7 och
y,=-0,1-(In2*)-0,1-(In1,9%)-0,1-(In1,8%) =
=-0,1-(In2* +1n1,9° +1n1,8%) = —0,38

3505

a) logistisk tillvaxt:

y' =ky(M—y)=>
8,5-107° - (10 000 — ), ¥(0) =500

b) Se exempel 2 och anvand t.ex.
Wolfram Alpha. Programmet ger en l0sning.
Satt in 50 ar i denna l6sning =>7 870 individer.

c)
! _ 10000 ED.DEEI
solve Q000 = W
=>60,5 ar
d)
10000 EEI.EISE 10
solve Y= lg+€D.DEE 10
y = 1096.38

Satt in i ursprunglig ekvation:

8.5 107%  1096.38 (10 000 — 1096.38)

B2.9Y48B26126

=>83 individer/ar

3506
Se facit.

3507

a) Se exempel 1 och facit.

b) y'=4-10"°- (8000 - y), y(0) =25
solve 4 107° y (8000 - y) = 0

..Y=
¥ = 8000

_
“ \

000 10000

S0 F

/ -1 | N\

! —-150 F Y

/ \

y'=0 da y=0 och da y = 8000. Symmetri
(andragradskurva) ger max tillvaxthastighet da
y = 4000.

=> 64 fiskar/vecka, ty
4-107°-4000- (8000 —4000) st/vecka = 64 st/vecka

c)

| solve y'=4*10~(-6)*y*(8000-y) and y(0)=100

2000 E4I"'125

yix) = o125 4 70

Satt in x = 52 veckor =>ca 500 fiskar.

3508

a) Se exempel 1 och facit.
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b) Andragradsfunktionen N'(t) =0 da N=0 och
da N =400. Symmetri ger max da
N =200 fasaner. Se figur nedan.

w0k \

=200 r 200

F 40 GO0
oF
—20F
/ —30F
/ Lk \
/ 0t N\

! E
."'f —-50F \"\

c)

Fordubbling da N = 2 - 20 fasaner = 40 fasaner.

400 ¢ 18

Jr[x] - ED'IEI+ l';'

Satt y(x) = 40 och 16s ut x

Tips: Uttrycket kanske maste skrivas om sa att
det passar det digitala verktyg du valt att
anvanda.

=>ca 4 manader (4,15).

3509

b)

200, et~
5.66667 + el4x

yix) =

Facit anger svaret med annan bas.

c) Anvand t.ex. GeoGebra:

N N N e N
-2 - - - e —— - —
L Y A A
Y Y R
AL
A Y R Y Y R Y
S P Y A A A
4 /’.// AV A A S S S
O
0 2 J 6 5

oM N NN N N N NN
d) Se facit.

3510

Givet:

$(0) =65, y(1) =92, y(2) =142
y'=k-y-(M=y)

a) y'=k-y-(M-y) och y(0) =65 ger
[6sningen

65Me*M
y(t) = kMt :
65¢™" + M —65

Med y(1) =92 och y(2) = 142 fas ett
ekvationssystem for M och k:

65Me"™ _og
65¢™ + M —65

65Me** 1
65¢*™M + M —65

Med ett digitalt verktyg ges [6sningen M = 478
och k=0,001.

b) Om grafen till funktionen y(t) ritas med ett
digitalt verktyg kan fas fram att y(t) > 300 for

- Liber

Ledningar och I6sningar till M5, 47-10928-9 © Liber AB



400 /
y = 300

200

o 5 10 15 20

c) Rita in dven y’(t) i grafen och lat det grafiska
verktyget bestamma maximipunkten.

J y(t) ——

/
2004 /

/ (3.87,57.12)
.

— 4

o] ] 10 15 20

Tillvaxthastigheten &r 57 &r ' vid t = 3,87 ar =
3 3r 10 man.

Fel i facit.

3603

a)

y! — _2Ce—2x
y" =4Ce™*

Satt in i given ekvation:
4Ce™ +4-(—2Ce**)+4Ce™ =0
b)

y' =Ce ™ +Cx-(=2-¢)=Ce > —2Cxe ™
y"=-2Ce™* —(2Ce™** —4Cxe**) =
=—4Ce™ +4Cxe™*

Satt in i given ekvation:

—4Ce ™™ +4Cxe ™™ +4(Ce** —2Cxe )+ 4Cxe ™" =

=—4Ce™* +4Ce™* +8Cxe ™ —8Cxe ™ =0

3608
r’+2r-8=0
r=—1+1+8

=2, r,=-4

2

Se sammanfattande regler s 138:

=>y=C " +C,-e* =

=C, e +C,- e

Givet: linjen y =2x tangerar l6sningskurvan i

origo.

y(0)=C,-e""+C,e ™’ =C +C, =0
y'(0)=2C,-¢"" —4C,e™* =2C, -4C, =2
=>

C +C,=0
{Cl—zczzl
C,=-C
C +2C =1

1 1
=>C, == och C,=——
3 3

-e ——.p

W | =
w

3611

a)

y"=ky Givet: k=-0,16
=>y"4+0,16y =0

Utnyttja tabell s. 138:

r*+0,16 =0
r ==0,4i
=>y=C, sin0,4x+C, cos0,4x

Givna varden ger:

- Liber
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y(0)=0+C2 =0,075 =>C2 =0,075 F=ma=mv'
F=mg—kv’

y'(0)=[ 0,4C, cos0,4x —0,4C, sin0, 4x |= 0,03 -

=>0,03=0,4C, =>C,=0,075 mv' = mg —kv?

, mv'+kv’ —mg =0
=>y=0,075sin0,4x+0,075c0s0,4x

k
V+—1v'—g=0
b) Los y' = 0: m
Givet m=0,05 kg och k=0,1 kg/m
0,4-0,075-c0s0,4x—0,4-0,075-sin0,4x =0 =>1'+29°-9,82=0
57 b) Anvind digitalt verktyg, v(0)= 0:

=>x=—>:"4n-7
s ( )

Y max =0>0758in(0,4~5?”)+0,075cos(0,4-5?”) = 2.21585 8 86341x _ 9 91585

wx)
c3.3634lx +1

~0,075 sin(%) +0,075 cos(%) —0,11m (0,106066)

dar x ar tiden i sekunder

3612 | facit ska det sta +1 i ndmnaren, dvs
Satt in givna varden och utnyttja digitalt 4.43
_ v(t)=2,216—————
verktyg: XTI
c)

= 0.481051 e~ 9% 5in(700.713
¥ix) 4 € sini700.713 x) Gy =9.82 -2y}

) o o ) Observera att detdra(v) = v'(v) somska berdknas:
Dampad svangningskrets dar R ar spolens inre

resistans: )
v'(0)=9,82-2-(0)" m/s’ =9,82 m/s’
IrII
| | V'(2) = 9,82—2-(2)2 m/s’ =1,82 m/s’
¥ [ f o,
[V
|/
x 3706
a)
3705
’ 2
Se exempel 2. my' =—kv
k
vi=——9’
m
Givet m =0,0005 kg och k=0,01 kg/m
=>v'=-20v"
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Utnyttja digitalt verktyg.

Givet v(0) = 180 m/s =>

180

V[I;I R
3600x+1

180

b) ¥(0,001)=———  m/s = 39m/s

3600-0,001+1
c) Se facit.

3707
Se facit

3708

Se exempel 3.
a)

Steg 1:

T
m ar proportionell mot temperaturskillnaden

till omgivningen:
=>d—T= ~k(T -21)
dt

dir T(0)=82°C

Anvand digitalt verktyg =>
y(t)=C-e™* +21
b)

y(0)=C-e ™’ +21=C+21=82
=>C =61

y1)=61-¢*" +21=71

61-¢* =50

Ine™* = 1n2—(1) =k =0,1988

Los ut t ur ekvationen

45=61¢ ""*" +21. Se facit.

3709

Se exempel 2.

Steg 1:

F=mg—kv’
F=am=v"-m
viem+kv’ —mg =0
k
V+—1v —g=0
m

18
=1 +—1*-9,82=0
78

Nar hopparen natt maxhastigheten ar v'=0.

Anvand digitalt verktyg:

_ 6.52329 ¢°°1°7°* _ 6.52329
- 301075 4 |

(x)

c

3710

Fororenat vatten med koncentrationen
0,006 gram/liter lacker in med hastigheten
v = 50 liter/min. 50 liter uppblandat vatten
fors bort per min.

Ansatt: y(t) gram fororening efter t minuter.

=>y(0)=0 ty V(0) = 25 000 liter rent vatten.

Forandringshastigheten y’(t) {i} ar
min
proportionell bade mot den férorening (det
vatten) som tillfors och den férorening (det
vatten) som fors bort . Ibland kan det

underlatta att ta med enheter:

liter
liter' & 50-y min‘g_
min liter 25000 liter

y'(t) =50-0,006

g 1 g 1 g
=032 —— .y —(0,3——-y) =
min 500 4 min ( 500 ») min

Anvand digitalt verktyg:

- Liber
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y(x) = 150 — 150 ¢~7202*

3711
a)

a(0) =4

da

=-0,6a (jamfor y'=k
5 (j y'=ky)
a=

—-0,6-t

C-e
24=Ce ™’
dvs.a=24-¢e

=C=24

—-0,6-t

b)

Med resultatet fran a insatt blir
differentialekvationen

db “06.

—=0,6-24-¢ """ ~0,09-b, b(0)=0.
dt

Losningen kan fas fram med ett digitalt
hjalpmedel:

b(t) =28,24e """ —28,24¢ "%

c) Med resultatet fran c insatt blir
differentialekvationen

d
d—; —0,09-(28,24¢ "% —28,24¢7°%), ¢(t)=0

Digitalt hjalpmedel ger 16sningen

c(t) =24+4,24e "% —28,24¢ """

d)

A mangd (ug)

20
(3.72,17.17)

J——

alt)
——_
(5,16.6) ~

(1.21,11.64)
104

e) Anvand ett digitalt verktyg for att
bestdamma skarningspunkten mellan kurvorna
till a(t) och b(t) till (1,21; 11,64). Det finns
alltsa lika mycket av @mnena efter 1,21 s.

f) Anvand ett digitalt verktyg for att bestdamma
maximipunkten till b(t) till (3,72; 17,17).

g) Se facit.
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Kapitel 4

4103

Glom inte de inre derivatorna:

a) fl(x)= e 2x

b) f'(x)=2sinv-cosv

4104
dy

a) = =2(sinx+x)-(cosx+1)
dx

b) Z_y: 42x+e*)’ - (2+2¢™)

X

c)

d 2,132
D e (x 41) 25 =

dx

=" (x? +1)-4x =

=" (4x° + 4x)

Yy =3x" (x> 1)’ +x7-3(x* —1)* - 2x =
=(x*-17-Bx*(x* -1 +6x*) =

=(x"-1)-3x* -3x" +6x*) =

=(x"-1)"-(9x* =3x7)=(x* -1)*-3x"-(3x* =1) =
=3x>-(x*=1)"-(3x> -1)

b)

Y =2x(x* =1’ +(1+x°)-3(x* -1)* - 2x =
=2x(x* -1’ +6x(1+x>)-(x* -1 =
=2x(x* =1)’ (o’ =) +3(1+x7)) =
=2x(x* —1)° ((x2 —1+3+3x2)) -
=2x(x* 1) (4x2 +2)

c)

;v'=e"2 2x-(x° =17 +e* 2-(x* —1)-3x> =

=2xe" (x’ —1)(x3 -1+ Sx)

d)

y'=cos2x-2-(cos4x+2)+sin2x-(—sindx-4) =

d)
=2-cos2x-(cos4x+2)—4sin2x-sin4x
dy__ 1 3-(1+6x2)
dx x+2x
4113
4105 Se exempel 3.
Se facit.
Volymen av en kon med héjden h ar
4106
d_y:d_y'£:x2 55y Vzizzrz -h dar bade r och h férandras med
dx dz dx tiden t
iden t.
dl 4,0 2 2
b) d_}’zd_}’.£=>ﬂ:ﬂ:§_ Likformighet ger P20 2 v r=2up
dx dz dx dx dy 2 h 60 3 3
dz ,
1 2 1 4 4
V==n|=h| -h==n—-W =—7ah’
4107 3”(3 j 379" To7"
a) dv dvV dh 4 , dh
=>—=—-—=—7 h —_
dt dh dt 27 dt
Ledningar och I6sningar till M5, 47-10928-9 © Liber AB 1
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dh dV 27
dt dt 1270
Givet:
v

" 2 1/min=0,002 m’/min

=>

ﬁ =0,002- 27 m/min = 0,0045 m/min

dt 127h h?

h=2dm dh 0, 0043 m/min= 3,6 cm/min
70,2

4114

Se exempel 2.
A = zr? dar r ar en funktion av tiden t.

dA dA dr_2 dr

—=——2=27r
dt dr dt dt

Givet: ﬂ =1,2 dm/s
dt

=>r =4,8 dm efter 4,0s.

A
%:25-4,8-1,2 dm?/s =36 dm’/s

4115

1
V= gm’z -x ddr bade r och x forandras med tiden.

1
Givet x =5-2r =x=r

1
=V =—rx’
3

dv _dv dx

dt  dx dt
dV—04m
dt
av )
— =X
dx
av
dx _gr 04 04
=> — =V, 2
>dt Vo 7 7r-22 m/s =0,032 m/s
dx
4116
a)
V:47zr3
3
av dV dr
dt dr dt

Givet: Z—‘t/ =150 cm’ =0,000150m’

av
dr g+ 0,000150 0,000150 ,
Z_at _ —= >-m/min =
dt dV  Agr 470,25

dr
=1,9-10" m/min
b) A=4rx-r’
A A
d—zd—ﬂ—87rr1910‘4
dt dr dt

=87-0,25-1,9-10"* m’/min=

=1,2-10"m?/min = 12 cm?/min

4117
Rita figur. Halva toppvinkeln = 45°.

=>1= tan45° =>r=h
h
d—‘t/ =2,5dm’/min

Vzlﬁrz-h
3

dar bade r och h férandras med t.

- Liber
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dv._dv dn
dt dh dt

2,5=rh*— dh
dt

dh 2,5
dt r3

4118
Se facit.

4125

2x+2y- Z—y=0

2 Gl
= —[( L1)] O
y——l x+m

—1=-1--14m =>m=-2

4126
Se facit.

4127
Se facit.

4128

Skissa figur. En cirkel med medelpunkten (1; 0)

och radien v2. Jimfor x*+y* =r.

ra
| —

2(x—1)+2y';i—y=0
x

d_y__2(x—l) __(x—l) 1
dx 2y y

=y=1-x

= (x-1"+(1-x)"=2
x*=2x+1+1-2x+x" =2
x’—=2x=0

x=0 eller x=2

Studera cirkeln:

=>(0, 1) och(2, —-1)

4129
dy
dx

dy

2x+1-y+x- d—+6y =0

—y(x+6y2)=—2x—y
dx

dy _ 2x-y [(_ ] —2(=2)-1_
dx (x+6y%) (-2+6-1)
—2( 2)-1 3

(-2+6-1) 4

4130
Se facit.

4131
Se exempel 2 s. 165.

_dx
dt
y? =300 +x°

Soker —.

d_yxdx
dt y dt

- Liber
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a)
x =300 =>

y =+/300" +300° = 424
_dy _300
dt

b)

x =400 =>

y =+/300" + 400 = 500

_dy _400
" 500

4132

Givet: d_x =1,5m/s
dt

y=+Jx

Endast positiva I0sningen intressant:

dy 1 1 11
L _[x=4]=2.—
x 2 x [x=4] 2 J4 4
d_y d—yd—x—OZSISm/s—OSSm/s
dt  dx dt
4133
Givet: % =200 m/s pa 1 000 meters hojd.
Sokerd—x.
dt

x* = y® +1500°

Deriveramed avseende pa ¢ :

Da y = 1000 m blir

=+/1000% +1500° m =1803 m

dy 1000

=>—-2-=——:200m/s =110 m/s (111)

dt 1803

-50m/min = 35 m/min

-50m/min = 40 m/min

4134

ﬁ=O,04 m/s Soker d_y
dt dt

Positiv riktning uppat.

dx

5 =xtyy? =2y Do g

G a7 dr
—>2y._y:—2x.d_x
d dt

= —%-0,04 m/s =—0,03 m/s

4135
Skissa figur. Givet: y =5000 m. dx_ =540 k_m
dt h
Efter en minut ar x _ik_m 1 min=9 km
60 min

Kalla avstandet mellan flygfyren och planet for

z. Soker d—Z
dt

Derivera z* = x* + y* medavseendepa ¢ :

208 X0y Y
atdr 7 dt

&
dt

@zf.d_x:[z:\/52+92 km=10,3 kmj|:

dt z dt

_ 2 540 ki/h=—— 540 km/h= 470 km/h
1 10.3

> >

4204

a)

- Liber
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t

2 1
...=lim —dezlim[——-x
t—)oozx t—o 2
s 1 ., 1 B 1
_}lj& ( 2 ¢ +2 2 )_25

b)

eo=lim | ———
e (2x+1)°
=lim (-Qt+D)7*+1)?)=1

t—o0

dx =1lim

t—>00

c)

t
...=1lim | 3¢ dx =lim

t—>o0 t—>o0

3 3 3
=lim (—=- e +>)==
t— 2 2 2
d)
t 2 _
...=lim dx =lim{—4-x
t—0 % XX t—0
_1 L
=lim (4.t 2+4-4 " )=2
t—o
e)

t2
...=lim | —=dx =lim
t—o0 t—o0

LN X

f)

1
e**dx = lim

t—>—0

.= lim

t—>—0

4205
Se facit.

4206

o]

1

2x2 | =2.1-0=2

[_

_E 'e—Zx
2 0

5]

=}im (4-\/; +4-1)=o0 (gransvarde saknas)

) 4207
= ¥
2
| 1|
:3_2 ||ng |
[ ]
[ 50|
[ ] II
III l‘:l: ||
|I II
=) t . II| _|.: |II
(2x+1) ]0_ / I'-.
e ; —
—4 -2 2 4
S = tim [ L
t 4—.[? x—tgg ? X =
1 1
- lim[—4x’1T —lim(—4-=+4-=)=
t—o0 a t—o0 t a
=— =>qg=1.
a
4208
3 ’ 1 t
= wo=lim [ x ¥ dx =lim| ———x "' | =
4 t—o t—o k+1 .
1 1
=lim| ——— ¢ +—1"" |=
ool k+1 k+1
1 1 1
=lim| —@1—-¢t*") |=lim| — (1 -—
taw(k_kl 1>\ fo+1 tk—l

For k<1 arintegralen divergent ty

.1 k4l
lim—— =lim¢ =
t%wt - t—0

0.

For k >1 arintegralen konvergent ty

1
hm? = hm Z'_k+1 =0
t—o t t—0
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4213

0.& |

[
e
1

Arean av ett godtyckligt tvarsnitt ar

1

P

art =1 (

1

x3

=7

0 t
V= Iﬂx’3dx = lim[—zxz} =
> t—o0 2 5

= lim(—zl"2 +£2’2) =T e
2 2

t—0

4214

.IL[IA
f
|
i
III:

1
r= —1 . Arean av ett godtyckligt tvarsnitt:
x p—

1

7rr2=7r-—2
(x-1)

\% =]97z(x—1)"2 dx :12'2[—7[()(—1)_1]; =
2

1 1
= 11m(—7r-—+7z-—1) =z v.e

t—0

4215
Se facit.

4216

2.5

X
N
@

r=~+x+1
Arean av ett godtyckligt tvarsnitt ar
xr’=m-(x+1)

3 2 3
sz‘ﬁ(x+1)dx=7{x7+x} =
-1

(-1’
2

:7r(§+3—( -1))v.e=

=7r(2+3—l+1) ve=8rv.e
2 2
4217

a 2 4
V=J.ﬂ'(x+1)dx:ﬂ'[x—+x} =
2 -1

-1

=7z(‘;—z+a—((‘2”z “D)v.e=

2 2
1 1
=7z(a—+a——+l) v.e =7r(a—+a+—) v.e
2 2 2

Los ekvationen
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a’ 1 4224

0 t

- 4,41-10’5~j.0,956‘ dt =4,41-10" -1im | 0,956 dt =
t—o0

0
a2+a_31_0 0.956' |
2 2 = se formelsamling | = 4,41-10 - lim | — =
2 _ > 1n0,956
a +2a-31=0 0
a=-1++1+31 =4,41-107-(0— ) C=0,98 mC

In0,956
=>a=+/32-1=42-1 ty endast positiva roten aktuell.

Fel i facit.
4222
Se exempel 2. 4225
Se facit.
a)
ft)= % bakterier/timme 4306
2
2 _ L7
5200-!(1+t) dt =5200) ~(1+0)" | = )

=5200-(—(1+2)" +(1+0)™") bakterier =

_x+1+1-1 x+2-1
= 3470 bakterier = = =

x+2 x+2
1
=1-
b) x+2
. t -2 . a7 b)
5200-hmj(1+t) dt:52oo-hm[—(1+t) ] =
t—>ooo t—o0 0
—5200-(0+1) bakterier = 5200 bakterier X241l x+41-3
x+1 x+1
3
4223 =1-—
. , x+1
0,001 [**'dt =0,001-lim [ dt =
0 t—)ooo C)
005t t .
=0,001-lim{— } :o,oz.hm[_e-oﬂf‘fl: _x+1-3+3 x-3+4
t—o0 t—o e = = =
’ 0 x-3 x—3
=0,02-(0+1) g =0,0q1g =20 LA
=]+ —
x—3
Facit har 0,02 mikrogram. Enheten i
uppgiftsformuleringen bor andras till ug/dygn. 4307
x+1 _a N b
(x-2)(x-1) (x-2) (x-1)
x+1 _alx-1) N b(x-2)
(x=2)(x-1) (x-2)(x-1) (x-2)(x-1)
ax—a bx—-2b

= +
(x=2)(x-1) (x-2)(x-1)
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=> ]_ 3

Dvs. — +—
x+2 (x+2)
(a+b)x—a-2b _ x+1
(x=2)(x-1)  (x-2)(x-1) 4309
—a-2b=1
=b=-2 =>a=3 x _@a ., b _
(x-1* x-1 (x-1)7
3 2 :a(x—1)+ b
Pvs. (x-2) (x-1) (x-1*  (x-1)
_ax—a+b
4 a b (x-1)
=t
x(x—4) x (x—4) a=1
—a+b=— =>b=1
4 _a(x—4)Jr bx
x(x—4) x(x—4) x(x—4) 1 1
_ax—4a+bx (a+b)x—4a Dvs. E-’-(x—l)z
B x(x—4) B x(x—4)
{a+b =0 b) P& samma satt som ovan.
=>b=1
a=-1
. ) 4313
dvs. ——+ a)
x x—4
2x+5 a b x+4 = A + B -
=—+ (x=2)(x+1) (x-2) (x+1)

x(x=5) x (x-5) A(x+1) N B(x-2)

T x—2)(x+1)  (x-2)(x+1)

a, b _a(x—5)+ bx
X (x=5) x(x—5) x(x—5) :Ax+A+Bx—2B:(A+B)x+A—ZB
_(a+b)x—5a (x=2)(x+1) (x—=2)(x+1)

Hx=3) A+B=1
a+b=2 { N

A-2B=4
{—511:5 =>ag=-1 =>b=3
3B=-3 => B=-1 =>A=2
3

dvs.——+

x (x-=5) b)
4308 !

2 1

1-x a b _[( - de:
(x+2)° x+2 (x+2) |
_ax+2) b _ = [2(x-2)" ~(x+1)" dx =
(x+2)  (x+2) 0
_ax+2a+b =[21n|x—2|—ln|x+1|1:
(x+2)° =[2In|1-2|-In|1+1|-2In|0-2|+In]0+1|] =
a=-1 =0-In2-2In2+0=-3In2
2a+b=1 =b=3
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4314
a) ... =2I(x+2)‘1dx =2In|x+2|+C

b)

2 _a. b _
x(x+2) x x+2
:a(x+2)+ bx _

x(x+2) x(x+2)
_a(x+2)+bx (a+b)x+2a
- x(x+2) B x(x+2)

a+b=0
2a=2 =>a=1 =>b=-1

=J.[l— 1 ]dxz
x (x+2)

=ln|x|-In|x+2|+C

c) Partialbraksuppdelning (addera +1 och -1
taljaren) ger:

I(I—Ljdx:x—ln|x+l|+C

x+1

d) Partialbraksuppdelning (addera +4 och -4 i
taljaren) ger:

2

x—2

2[1+——dx=2x+4In|x—2|+C

4315
Partialbraksuppdelning ger

T(lJr 4 de =|:x+41n|x—4|:E+4
—4

x
5
=e+4+4Iln|e|-5-4In|l|=e+3

4316
a) Partialbraksuppdelning (ansatt
a

=
x—1 x+2

) ger

j((x—l)’1 +(x+2)’l)dx =

=ln|x—1|+In|x+2|+C

Teckenfel i facit i a-uppgiften.

b) Partialbraksuppdelning (ansatt

-2 4 b ) ger
x+2 (x+2)

2x  ax+2a+b
(x+2) (42

a=2
2a+b=0 =>b=-4

I( 2 4 zjdx:
x+2 (x+2)

=2In|x+2|+4-(x+2)"+C

c) Faktorisera nédmnaren:

X +x-6=0

x= —%i \0,25+6

Partialbraksuppdelning:

2x+1 _a N b
(x-2)(x+3) x-2 x+3
=>a=1 och b=1

J‘(LJr 1 )dx=1n|x—2|+ln|x+3|+C
x—2 x+3

d) Partialbraksuppdelning:

4x a b a—2ax+b
= + =
(1-2x)* (1-2x) (1-2x) (1-2x)

—2a=4 =>a=-2
a+b=0=>b=2

J( 2 + 2 Zde:ZI( ! + ! 2jdx
1-2x  (1-2x) 2x-1 (1-2x)

=2 lln|2x—1|+l(1—2x)_1 =In|2x-1|- !
2 2 2

+C

- Liber
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4317

J‘(Lﬁ- 4 2jalxz
lx—-1 (x-1)

=[ln|x—l|—4-(x—l)"1]z =

={ln4—4-i—ln1+4-l}=ln4+3

4318

Partialbraksuppdela. Ansatt
x+4 __a . b

(x+1D)(x+2) (x+1) (x+2)

=>

1

I(i_ : jdxz
o\x+1l x+2
[21n|x+1|—21n|x+2|1=

=2In2-2In3-2In1+2In2 =

2¢ 2
=4In2-2In3= ln—— ln3—
3? 9

4319

3.4
i
35
LY
%
20f Y
1.5
1.0

0.5 TT—

Partialbraksuppdela =>

x+4 4 3

x(x+1) Cx x+1

j(i—ijdx =[4ln|x|—3ln|x+1 |I =

X x+1
=4-3In(e+1)—4-0+3In2 a.e=

2
=4+3ln—a.e
e+1

4320

Partialbraksuppdelning ger
2x 1 1
= +

x*—1 B x+1 x-1

o —

[—+—jdx [ln|x+1|—ln|x—1|:E =

x+1 x-1
=In5-In3-Inl+In3a.e=In5a.e

4325
Skall sta: Tank pd attinx=1-Inx=Inx-1i
uppgiften.

Se exempel 1.

fln(x)-l dx= ln(x)-x—jlvc dx =
x

=xIn(x)—-x+ C

| facit saknas konstanten C.

4326

a)

2
1
= In|x| .x__j_‘x_dx_
2 x 2

2 2
= In|x| XX
2 4

b)

1
...=1n|2x|-x—j2-2—-xdx=
x

=xIn|2x|-x+C

- Liber
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c)

1
2
..=lnx ~x—J.2x-F-xdx=

=xIlnx*-2x+C

4327
Utnyttja uppgift 4326a:

2 2 2
.=/ In|x] AN
2 4

1

=é-ln2—1—lln1+l=21n2—i
2 2 4 4

4328

...=Jlnx-x2dx =lnx'—3—J.—-—dx =

3 2 3
=x—~1nx—jx—dx=—-lnx—x—+C
3 3 9

b)

1 x° -1, x°
wo=|In=-x’dx=ln—"—— | x-(—) - "—dx =
.[ X X 3 j (x2) 3

1 3 2 1 3 3
==+ [Zdx=In—2+>+C
X 3 X 3
3 37° 3 3 13 3
i X x| ey le g o
X , 3 e 9
3 3 3 3 5
_% (ni-tne)+ -t ¢ L _
39 9
_=2e’-1_ 2e’+1
9 9
4329

a)

—x*-cosx —IZx-(—cosx) dx =

=—x -cosx+I2x-cosxdx =

=—x -cosx+2x-sinx—_[251nx dx =
=—x"-cosx +2x-sinx —2(—cos x) =
=—x’-cosx+2x-sinx+2cosx+C

b) och c) samma metod som i a-uppgiften.

4330
Vi integrerar partiellt tva ganger om (enligt
satsen pd s. 181 med f(x) = sin x och g(x) = &*)

[e sinxdx = e*sinx—[e* cos xdx+C, =
=e’*sin x—(eX cosx—jex(—sin x)dx+C2)+C1 =

=e*(sin x—cosx)—jexsin xdx+C
dérC=C1—C2.

Vi far alltsa att
'fexsin xdx =e*(sin x—cosx)—jexsin xdx+C

:>2Iexsin x dx = e*(sin Xx—cos X) + C

:>jexsin xdx:%ex(sinx—cosx)+c

Ledningar och I6sningar till M5, 47-10928-9 © Liber AB 11



4405

> ) (I R I
rx :1.x2 +x-—X 2 :x2 +_x2 =—x2
e ! 12
b 5
S:Imdx=“-1/1+%x dx =
a 0

5
24 9 2 249 2 24
=|——(1+= x =(——1+—=-52———) Le=
{3 ( )? l (3 9( 1 ) 3 9)

8 49 49 8. _
e

8 497 842

27 4 2 27-4-2

(8497 842
27 4 2 27-4-2

2
_ 2680, 0 (=335/27)
216

)e=

)le=

4406
, _3x2_' ,2:_2_ 2

fx= 6 2:2%) 2 (2x)
pX X2 X 2 4

O = oy 2 @ ey
xt ., 2 4 x4 1 4

x- +—
4 2x)? @2x)* 4 2 (2x)*

Utnyttja digitalt hjalpmedel => 17/12 l.e

a 4
FJ—lJr(x—Jr 4 ]a‘x=£':el4lﬁ?
Jiy 2 4 12

(2x)%

- Liber
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