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Stelkroppsdynamik Problemsamling A

LP Al Kulan paverkas av tyngdkraften mg samt trddkrafterna S, och
Sg- Alla dessa tre krafter dr verkliga krafter och har kdnda
riktningar. I ett medfoljande accelererande referenssystem finns

det en troghetskraft, ndmligen systempunktskraften

Fsp =—ma,, =—Mmae,

dar e, har samma riktning som den givna accelerationen.
Kulan &r i jamvikt i det accelererande systemet.

Jamviktsvillkoret ar

—: Szc0860°—-S, cos60°—ma=0 (1)
T : S,sin60°+S, sin60°—mg =0 (2)
%SB—%SA—ma:O (3)
£83+£SA—mg:0 (4)
2 2
Multiplicera ekv (3) med v3 och addera ekv (4)! =
V3S, = m(«@a+ g) =
g
S=m—=+a
)
Inséttning i ekv (3) ger
g
S,=ml—=-a
= -e)
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LP A5

Kulan paverkas av tyngdkraften mg samt tradkrafterna S, och
Sg- Alla dessa tre krafter dr verkliga krafter och har kdanda
riktningar. I ett medfoljande roterande referenssystem finns

det en troghetskraft, namligen systempunktskraften

F,=-ma, =-mla, +@xr,+ox(oxr

Vinkelhastigheten dr konstant sd att @=0.
Om origo ldggs pa rotationsaxeln dr ocksad a, =0.

= F,=-mox(oxr

_ 2
sp rel) - mba) ex

déar e, ar riktad horisontellt fran axeln ut mot kulan.

)]

Corioliskraften dr noll, eftersom kulan saknar hastighet i det

medfdljande systemet. Kulan dr i jamvikt i det roterande

referenssystemet.

Jamviktsvillkoret ar

—: S;c0860°—S, cos60°—mbw’ =0 (1)
T : S,sin60°+S,sin60°—mg =0 (2)
%SB —%SA+mbw2 =0 3)
£83+£SA—mg:0 (4)
2 2
Multiplicera ekv (3) med v/3 och addera ekv (4)! =
V38, =m(—Bbe’ +g) =
g 2
S.=m|—=—-bw
()
Inséttning i ekv (3) ger
g 2
S,=m —=+bw
S ki)
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LP A8 Vinkelrdtt mot skivans plan paverkas partikeln av tyngdkraften mg
och normalkraften N, . Sparet dr glatt och ger ingen friktionskraft i
skivans plan. I skivans plan paverkas partikeln av en normalkraft N,

vinkelrdt mot sparet samt en fjaderkraft k(y —I)e, i sparets riktning.

Alla dessa krafter dr verkliga krafter. I ett medféljande roterande
referenssystem finns det troghetskrafter, ndmligen

systempunktskraften

F,=-Mma, =—ma, +®@xr+ox(oxr)]
och corioliskraften

Fsp =-ma,, = —2mMexV,_

Vinkelhastigheten dr konstant sd att @=0.
Om origo ldggs pa rotationsaxeln dr ocksad a, = 0.

= F,=—-mox(oxr,

" «) = MRo’e, + myo’e,
dar e, &r riktad horisontellt fran axeln ut mot fjaderns faste.

Corioliskraften dr vinkelrdt mot skdrans riktning och kommer inte
med i rorelseekvationen. Den kunde haft betydelse om friktionen
skulle varit betydelsefull.

Kraftekvationen i skdrans eller den relativa rorelsens riktning ar

my = —k(y - 1)+ ma?y =

my + (k- ma?)y =k =

) (k 2) ki
V+|——o° |y=—
m m

Forutsittningen for en harmonisk sviangningsrorelse ar att — > @°.
m
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Stelkroppsdynamik Problemsamling 1

LP 1.1

LP 1.2

LP 1.3

LP 1.4

LP 1.5

Obs! Till en fullstandig 16sning krévs en figur!

Systemets masscentrum G ligger hela tiden vid axeln.
Kraftekvationen for hela systemet:

F=ma, = P=(M+2m)X,

Anviand definitionen av kinetisk energi. Varje kula har en cirkel-
rorelse.

1
T= ZEmkvk2 =

T= %m(ca))2 + % m(b? +¢)e® + % m(b* +¢* o’

Lagen om kinetiska energins tva delar kan anvdndas. Sambandet
V=R éar givet.

1 2 1 2 1 1 > 9
T=—mvg +X-my,. = T==5mv’+4-—m(Rw) ==mv’

Den 6vre kulan har en fart b i masscentrumsystemet. Den abso-
luta hastigheten ar vektorsumman av systemets hastighet och den
relativa hastigheten v =vg + v, . Rorelsemangd definieras

p = > m,v, men berdknas oftast enligt

p, =m(v-bwsin6, bwcoss, 0)
p, =m(V+bwsin®, —bwcos, 0)
P=p,+P,=m(2v,0,0)=2mve,

Kinetiska energin berdknas antingen som

|T = Tvasn +Tkulor| —

T= % Mv? +%m[(v— rosind)’ + (ra)cose)z]

+%m[(v +rwsing)’ + (—rwcose)z] = %(M +2m)v? + mrie’

eller med lagen om kinetiska energins tva delar:

1 1
T:Eva2+Z§mkvml2 = T:%(M +2m)v2+2%mr2co2

u. Liber
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LP 1.6

LP 1.7

LP 1.8

Teckna forst kulornas koordinater och tidsderivera for att fa

hastigheten.
X, =bsin® = X, =b6Ocos6
Ys =—bcosO = Yg=V= bOsin® (1)

Kinetiska energin berdknas hir med definitionen

R 1 2 1 : 2 1,
T —Zamka =T :Em(becose) +Em(—b0c059) +§mv

Satt in sambandet (1):

2
T:2-1mb2(+) C0829+1mV2=1m( 22 +1)v2
2 bsin® 2 2 \tan“ 0

Rorelsemédngdsmomentet for ett partikelsystem med avseende pa
origo definieras

H, =1 xmv,

a) H, =be, x mbawe, +(be, +be,)x mbwe,
=mb’we, + mb’we, — mb’we,

=-mb’we, +2mb’we,
b) H, =be, xmbwe, = -mb’we,

c) H,=H, e, =2mb’w eller H, =2mb’we,

Rorelsemdngdsmomentet {or ett partikelsystem med avseende pa
masscentrum kan berdknas i masscentrumsystemet enligt

H; =Hg,

I detta system ser hjulet ut att rotera kring en fix axel genom
centrum. Endast de fyra periferipartiklarna bidrar. Rédkna hdvarm
ganger rorelsemangd och bestdm riktningen med hogerregeln.

a) H,,=-4-R-mRwe, =-4mR’we,

b) Rorelseméangdsmomentets tva delar skrivs

H, =Hg + 1, xmvg

Inséttning ger

H, =-4mR’we, - R-5mve, = -9mRve,

u. Liber
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LP 1.9 Rorelsemangdsmomentets tva delar skrivs| Hy = Hg + 156 X Mvy,

Rorelsemédngdsmomentet {or ett partikelsystem med avseende pa
masscentrum kan berdknas i masscentrumsystemet enligt

HG = HGrel

H,, =2mb’we,
H, =2mb’we, -y, -2mve, = 2m(b*o - y,V)e,

LP 1.10 Kraftekvationen F =mag
projicerad i
tangentialriktningen: 3mco =R, —3mgsiné

normalriktningen: 3mc6* =R, — 3mgcosf

X
LP 1.11 Begynnelsevillkoret &r t=0 {X

Kraftekvationen F=ma; | ger om tradkraften kallas S
for massan m: —: S—kx=mXx
for massan M: l: Mg-S=Mx

Adderas dessa tva ekvationer elimineras den inre kraften S.
Resultatet dr en svangningsekvation:

Mg — kx = (M + m)X

som kan skrivas pa standardformen

.. k Mg
X + X =
M+m M+m
eller X+ o, X = Mg
M+m

Den allmé&nna 16sningen &r

X = Acoswt + Bsina}t+%

X = —Awsinwt + Bw cos wt
Begynnelsevillkoret ger

0=AcosO+BsinO+% = A=——2

0=-Awsin0+Bwcos0 = B=0

Losningen &r alltsa X = %(1 — cos @t)
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LP 1.12

LP 1.13

LP 1.14

LP 1.15

a) I masscentrumsystemet syns bara rotationen

Vaa = Roe, =Rwcosfe, —Rwsinbe,
b) Den absoluta hastigheten dr v, = v, + v,

v, =(V+RwcosO)e, —Rwsinbe,

Om vagnens forflyttning dr x at hdger blir 1ddans forflyttning x at
vanster. Trddkraften S pd lddan gor lika stort arbete som trad-
kraften S pa vagnen. Det totala arbetet blir dérfor noll.

Lagen om arbetet | U =T —T, [ f6r hela systemet:

PX — umgx — umgx = % Mx? +%m>’<2

e \/Z(P — 24mg)x
M+m

Resultatet blir detsamma som nar man riaknar friktionskraftens
arbete vid den relativa forflyttningen 2x.

Om plattformens forflyttning dr x &t hoger blir ladans forflyttning
2x at vénster. Tradkraften S pd ladan gor da lika stort arbete som
tradkraften 2S pa plattformen. Det totala trddkraftarbetet blir dar-
for noll.

Lagen om arbetet | U =T —T; | for hela systemet:

Px —[umg + p(M + m)g]x — umg - 2x = % MXx? +%m(2>’<)2

- \/2[P — u(4m+ M)glx
= M +4m

Kraftekvationen | F=mag | for hela systemet:

T: P+2N-2mg=2m-0 = N:mg_g

Lagen om arbetet | U =T =T, [ f6r hela systemet:

Kraften P ar konstant.

P'(bsin@—bsinﬁ):Z-%mv2 = v:\/%b(sine—sinﬂ)

Liber
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LP 1.16

LP 1.17

LP 1.18

Om stora lddans forflyttning nerat dr X blir lilla Iddans forflytt-
ning 2X. Tradkraften 2S pa stora lddan gor da lika stort arbete
som traddkraften S pa lilla vagnen. Det totala arbetet blir noll.

Lagen om arbetet | U =T —T; | for hela systemet:

kmg - xsin 8+ mg - 2xsin § = %kmx2 +%m(2>’<)2

. \/Z(k +2)gxsin 8
- k+4
Observera att for k — o (lilla 1ddan finns €j) blir X = m

Kropparna har lika stor forflyttning och avvikelsen fran utgangs-
laget kallas x. Tradkraften S dr lika i hela trdden.S pa den ena
kroppen gor da lika stort arbete men med annat tecken som trdd-
kraften S pd den andra. Det totala tradkraftarbetet blir darfor noll.
Den mekaniska energin bevaras eftersom de enda krafter som gor
arbete (fjaderkraften och tyngdkraften) dr konservativa.

T+V=T,+V, | for hela systemet:

%mxz+%pm>’<2+%kx2+mgsinﬁ—pmgx=0+0

. 1 . K,
= x:\/m[zg(p—smﬁ)x—ax]

Kraftekvationen | F=mag | projicerad i

tangentialriktningen: 3mcé = R, —3mgsin® (1)
normalriktningen: 3mch? = R,—3mgcos6 (2)
Nu méste 6 och 6* bestimmas p& annat sitt!

Momentekvationen |M, = H, | ger

—3mgcsin = %[mczé + 2r'r.1(b2 + cz)é]

= -3mgcsin® = m(2b” + 302)0 (3)

Lagen om mekaniska energins bevarande | T+V =T, +V, |

%mc?‘é2 +2-%m(b2 +¢*)6* — 3mgccosd = 0+0

= m(2b2 + 3cz)é2 = 6mgccosf 4)
Satt in (3) och (4) i (1) och (2)!
6b* . 2b* +9c¢? :
t:mmgSH‘le; Rn:m'\?)mgSlne
..'- Li be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras



LP 1.19

LP 1.20

LP 1.21

De krafter som verkar ar tyngdkraft och kontaktkraft. Kontakt-
kraften gor inget arbete vid rullning. Den mekaniska energin

bevaras alltsd for hela systemet: T+V=T,+V,

1

E-va2+4-%m(Ra))2—5mgxsinﬂ:0+0 = v= /%gsinﬁx

Om vagnens forflyttning at hoger dr x, blir 1adans forflyttning 2x
at samma hall. Avvikelsen fran utgangslaget kallas x. Traddkraften
S pd ladan gor da lika stort arbete men med motsatt tecken som
trddkraften 2S pa vagnen. Det totala trddkraftarbetet blir darfor
noll. Friktionskraften mellan lddan och vagnen &r vid glidning

f=uN = umg

Lagen om arbetet | U=T—T;| for hela systemet:

Px+,umg-x—,umg-2x:%M>'<2+%m 2x)*

(2%)
. |2(P—umg)x
S S =TT M+am

S S
AN ¢ =— Eftersom ladans relativa for-
f f P flyttning &dr X blir resultatet
T N YMY T ‘o 12(P - umg)d
\ M+4m

Om alla forluster férsummas dr det bara tyngdkraften som gor
arbete. Systemet dr konservativt och den mekaniska energin
bevaras:

T+V=T,+V, for hela systemet:

Lat den potentiella energin vara noll i slutldaget 1.

1 1
Emvl2 +O:Emv02 +mMg- Y,

Tagets masscentrum berdknas som masscentrum for en kurvbdge.

Masscentrum for en kurvbage motsvarande en vinkel 23 ar

_sinf3

Yo B

2
Inséttning ger v, = \/ v,’ + 4gRTsin($)

|
R. Harar R-28=1 = =—
B B R

- Liber
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LP 1.22

LP 1.23

Om prismats forflyttning dr x blir cylinderns hojdéandring xtan 3.
Motsvarande hastigheter dr da X respektive xtan 8. Om all friktion
férsummas &r det bara tyngdkraften som gor arbete.
Normalkrafterna gor tillsammans inget arbete.

Den mekaniska energin bevaras:

T+V=T,+V, for hela systemet:

%M()’(tanﬂ)2 +%m>’<2 —~ Mgxtan3=0+0
R o 2Mgxtan 3
Mtan® S +m

Kropparna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horisontell
kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sager da att systemets
rorelsemangd ar en rorelsekonstant.

Kraftekvationen

F=ma,| = |F=mX;| = |0=mX;| = | mXg; =konstant

> —pmv,+mv, =—(1+p)mv, = v, = E—:Vo (1)

Har har antagits att v, &r masscentrums hastighet 4t vanster da
fjaderférkortningen dr maximal.

Eftersom fjaderkraften dr den enda kraft som gor arbete bevaras
ocksa den mekaniska energin

T,+V,=T;+V,| for hela systemet:

1,01 5 1., 1 )
—mv,”+=—pmy,” =2-—ké" +=(p+1)mv =
5 MVo" + 2 pmYy” =2-2k&" + 2 (p+1)my,
(1+p)mv,* =2k8> +(p+1)mv,’ ()
Inséttning av (1) i (2)! = 0= 2pm v,
(p+1)k
..'- Li be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 1 0



LP 1.24

LP 1.25

Kulan A har en cirkelrorelse. Farten kan d& skrivas radien génger

vinkelhastigheten: v, =+b* +¢c? - 6. Bestam allts& 6 som funktion
av tiden!
Momentekvationen med avseende pa den fixa punkten O

M, = H, |kan projiceras pa z-axeln| M, = H, |, vilket ger

M, = %[mczé +2-m(b* + cz)é]

= M, =m(2b’+3c*)f = 6= %
m(2b” +3c?)
G . s : : Mt
6 dr alltsa konstant och tidsintegrering ger 6 = ———+——
m(2b” +3c?)
v - Vb? +¢* Mt
» m(2b% +3¢?)
Kraftekvationen | F=mag | projicerad i
A 3cM
tangentialriktningen: R =3mco = R=———""-"1 _
5 & t © m(2b® +3c?)
242
normalriktningen: R, = 3mco* = R = 3cM,t

" m(2b” + 3c2)2

Krafterna pa systemet dr tyngdkraft 5mg, normalkraft N och
friktionskraft f.

Kraftekvationen i rorelseriktningen:

Smgsinf—f=5mx, = (1)

Momentekvationen |Mg =Hg

med avseende pd en horisontell axel genom G (M, = H, ger

f-R:i(4R-mRé) eller f=4mRéO )
dt

Eliminera friktionskraften f addera ekvationerna (1) och (2).
Rullningsvillkoret &r givet i texten: X = RO = X=R6 (3)

Inséttning av (2) och (3) i (1) ger X = 5 gsin 8
..'- |_| be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 1 1



LP 1.26

LP 1.27

b)

Vagnarna ror sig friktionsfritt. Det finns da ingen yttre horisontell
kraft pa hela systemet. Kraftekvationen sidger da att systemets
rorelseméngd &r en rorelsekonstant. Kraftekvationen

F=p| = |E=p/| = |[0=p,| = [ p,=rorelsekonstant

Antag att den vanstra vagnens nya hastighet ar v, at hoger och
den hogra vagnens nya hastighet ar v, at vanster.
Rorelsemangden &r hela tiden densamma:

- 2m+M)vy,-(M+m)vy=(M+m)v, +mv—-(M+m)y, =
1

Vv, =
M+m

[(M+2m)v, —mv] (1)

= (2m+M)v, - (M +m)v, =(M+m)v, —(M+2m)v,

Om (1) satts in i denna ekvation fas
1

Vv, =
M +2m

Om massorna ar lika:M=m f&s v, = %[SVO —v]; v, = %[ZVO —V]

[(M+m)v, —mv]

Den nya relativa farten for vagnarna blir da

13v, - 5v

Vrel :V1+V2 = 6

Det finns inget yttre kraftmoment med avseende pa en vertikal
axel genom den fixa punkten O som verkar pa hela systemet.

Momentekvationen | M, = HZ for hela systemet:

0=H, = H, &r en rorelsekonstant:
1+k
a)O

m(Isin B)’ w, + km(Isin )’ @, = km(2lsin B)’0, = o,= v

Friktionskrafter saknas. Normalkrafterna pa partikel och ror gor
tillsammans inget arbete. Endast tyngdkraften gor arbete och
den mekaniska energin bevaras for hela systemet .

To+V,=T,+V, [ gerom u ir den relativa hastigheten.

%m(lsin B, )’ +%km(|sin Ba, )" +0

= %muz +%km[u2 +(2lsin [Bwl)z] +mglcos 3 — kmglcos 8

= u:\/(lsinﬁwo)z[l—m(gk }+2(k_11)glcosﬁ

k+1) k+

u. Liber
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LP 1.28

LP 1.29

Kulorna har farten bé och tyngden har samma fart ré som cirkel-
skivans periferi. Rorelsemiangdsmomentet for tyngden bestams
som havarm ganger rorelsemiangd. Momentekvationen for hela
systemet med avseende pa rotationsaxeln:

M, =H

z z

mgr = %(Zmbzé +r-mrd) =

mgr = m(2b? +r?)0 = =

g ( ) 2b% +r?

Alternativt utnyttjas lagen om mekaniska energin. Tyngden
sjunker strackan r@ och masscentrum for kulorna dandrar ej niva.

Lagen om mekaniska energins bevarande | T+V=T,+V,
for hela systemet

2. L mp2g2 +£m(ré)2 —mgré=0+0
2 2

gr

Tidsderivering ger 2mb?06 + mr’60 =mgré = =
+

Tradkraft S, normalkraft N, friktionskraft f och tyngdkraft mg
verkar pa kroppen pa planet. Den hangande kroppen paverkas av
tradkraft S och tyngdkraft Mg. De bada tradkrafterna gor lika
stort arbete sa att det totala tradkraftarbetet blir noll. Friktions-
kraften &r vid glidning f = uN = umg. Tyngdkraftens och frik-
tionskraftens arbete bestams som kraft ganger vag medan fjader-
kraftens arbete maste bestammas med integrering eftersom fjader-
kraften ej ar konstant.

Lagen om kinetiska energin{ U =T —T,

for hela systemet:

1 1 . 1 .
Mgx — umgx — —kx? = = Mx?* + =mx* -0
gxX —umg 5 5 >

) 1
= X = 2Mgx — 2umgx — kx?
\/M+m( P 2Hma )

- Liber
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LP 1.30

LP 1.31

Friktionskrafter saknas. Det totala tradkraftarbetet blir noll efter-
som traden ar oelastisk. Normalkraften pa kropp A gor inget
arbete. Endast tyngdkraften gor arbete och den mekaniska energin
bevaras.

Lagen om mekaniska energins bevarande | T,+V,=T;+V,

for hela systemet ger for de tva tillstand da farten &r noll

0+m,gR(1-cosf)+0=0+0+ mBg[R«E - 2Rsin(%—§)]

«@(1— cosg + sing)

m_B 1-cosp

Till en borjan ar forflyttningarna for kropparna lika. Tradkraften
S ar densamma i hela den 6vre traden. Tradkrafternas totala
arbete ar da noll. Samma resonemang galler den korta traden.
Tyngdkraften ar den enda kraft som gor arbete for den forsta
fasen av rorelsen och systemet ar konservativt.

Lagen om mekaniska energins bevarande | T, +V,=T;+V,

for hela systemet ger for begynnelsetillstandet och tillstandet strax
innan den undre vikten stéter mot golvet

%mvl2 +%mv12 +%kmvl2 +kmgh-2mgh=0+0
., 4-2k
= V= h
P vk Y

Nu dr den undre vikten i vila och har férlorat energi vid stoten
mot golvet. Efter stoten galler dock lagen om mekaniska energins
bevarande for resten av systemet. Lat v, vara farten just innan
vikterna nuddar varandra.

1 1 1 1
Emvz2 +Ekmv22 +kmgl —mgl = Emvl2 +Ekmv12 +0
Ly 20K (1rE-2

1+k (1+k)(2+k)

_(1+K)(k=2)

(1-k)(2+k) "

Villkoret v, =0 ger da

u. Liber
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LP 1.40 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qv;—q, u:P

dm

E:qi_qu

Stromningen &r stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar darfor noll. Massflodet in &r lika med
massflodet ut och kan skrivas q= g, =q, = pQ. Vattnet i sjon har
hastigheten noll. Insattning ger

«—: S+q-0—qvcos[3':d—mv+mﬂ
dt dt
=
dt

S—qvcosfB=0 = S=pQvcosp

LP 141 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qivi_Qu u:p
dm

E_qi_qu

Stromningen ar stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar noll. Massflodet in ar lika med massflodet
ut och kan skrivas q =g, =q,. Flygplanets hastighet ar konstant.
Antag att motstandskraften ar F,. Avgasernas absoluta hastighet
framat ar v—u. Insattning ger

—: —FD+q-O—q(v—u):(l—Tv+m-O

dm

a0

F = q(u _V)

Detta galler om branslets andel av avgasernas massa forsummas.
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LP 1.42 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qv;—q, u:P

dm

E:qi_qu

Stromningen &r stationar. Den ser likadan ut vid alla tidpunkter
och alla tidsderivator ar noll. Massflodet in dr lika med massflodet

ut och kan skrivas q=q, = q, = par’u. Insittning ger

T: —mg+N +qi(—u)—qu(—vcosﬂ):Z—Tv+m—

0:qi_qu

-mg+N—-qu+qvcosf=0 = N=mg+q(u—vcosp)

N =mg + pzr?u(u— vcos j)

LP 1.45 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F'i_qivi_qu u:p
dm

E_qi_qu

Det finns ingen yttre kraft i rorelseriktningen. Massflodet in har

en vertikal hastighet. Massflodet ut &r noll. Insattning ger

m \'
- O+q-0—0:d—v+md—
dt dt
=
d_m =0- 0
dt
d(mv
% =0 = mv=my, (enrorelsekonstant) =
vom dx v,m ,
v = Yoo = —=-00 = (kedjeregeln) =
m dt
dx= Yoo At 4 0 gy YoM dm N
m dm q m
X = VoM, In m, +m,
q m,
Li be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras ‘I 6



LP 1.46 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qv;—q, u:P

dm

E:qi_qu

Om granaterna skjuts ivag framat kommer flygplanets hastighet
att minska om inget gors. Antag att det kravs en extra dragkraft F,
for att halla hastigheten konstant! Systemets totala massa
betecknas m. Varje granat har den absoluta hastigheten v+v
dar v ar flygplanets hastighet. Insattning ger

rel?

T F1+O—qu(v+v,e|):(ij—mv+mﬂ
t dt N
dt !
F +0 (——T)(v Vig)=——V+m-0 =
dm
F1+E(v+vre,)— el =
I:1:_d_mvrel =
dt

F=nAm-v,, = F =70-(0.640 kg)-(900 m/s)=~40.3 kN

..'- |_| be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras
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LP 1.47

LP 1.48

”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qv;—q, u:P

dm

E:qi_qu

Insattning ger

T —mg+S+0—q(—usinﬁ):O(Ij—mVerﬂ
t dt N
dt

| forsta 6gonblicket dr farten noll och accelerationen a,. Det totala
massflodet ut ifran hinken ar g.

-mg+S+qusinf=-q-0+ma, = S=mg-qusinf+ma,

=  S=(my+m,)(g+a)-qusinf

”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F"_qivi_Qu uzp
dm

E_qi_qu

Betrakta kedjan som ligger pa hyllan. Lat det vara ”systemet”.
Antag att hyllan paverkar kedjan med kraften N. Insattning ger

T: —mg+N+qi—0:d—mv+mﬂ
dt dt
=
am _ . _
at Qi

Systemet har accelerationen a och hastigheten y = at. Den 6versta
lanken, liksom de andra ovanfor systemet, faller fritt sa att x = gt.
Hur lang &r den kedja som per tid kommer in i systemet? Den ar
X +Y. Massflodet in i systemet &r alltsé g, = p(X +Y).

=  —p(x+y)g+N+p(X+y)(-gt)-0=p(x+y)at+p(x+y)a
=  N=p(gt+at)(g+ajt+p(x+y)(g+a)

= N =gp(g+a)2t2

u. Liber
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LP 1.49 ”Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F"_qivi_qu uzP
dm

E_qi_qu

Insattning ger

T: —mg+0—q(v—u)=d—mv+m%
dt dt
=
dt
—mg—q(v—u)=—qv+m% = —mg+qu=m% =
dt dt
dv dm dv. g u
-mg+qu=m—-— = —~ -2_= —
dm dt dm g m

m, +m
v:—g(m0+ml—m)+ulnM
q

LP 1.50 ”"Raketekvationen” med bivillkor skrivs

F+qivi_qu u:p

dt i u
Insattning ger
T —mg+0—q(v—u):d—mv+mﬂ
dt dt
=
Qﬂ:o_q
dt
—mg—q(v—u):—qv+mﬂ = —mg+qu:mﬂ =
dt dt
dv dm dv. g u
-mg+qu=m—-— = —==—— =
dm dt dn g m

g 1
9 (m —m)-uinM
A q( ,—Mmy)—u :
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Stelkroppsdynamik Problemsamling 2

OBS! En fullstandig l6sning maste innehalla en figur!

LP 2.1 Kroppen har en rotationshastighet. Kulan P beskriver en cirkel-
rorelse. For ren rotation galler

Ve =@X Iy, = V, =5bwe,

Eftersom @ och r,, dr vinkelrdta bestdms storleken av kryss-
produkten med “belopp ganger belopp”. Riktningen bestdms av
hogerregeln.

Accelerationen ges av A =OX I, +@X(®XTy,)

=  a, =5bwe, +5bw’e, =5bae, +5bw’e,

Den forsta kryssprodukten bestams pd samma sitt som for hastig-
heten. Den dubbla kryssprodukten bestdms i tva steg: forst paren-
tesen och sedan hela uttrycket.

LP 2.2 Kroppen har en ren rotationshastighet. Punkten P beskriver en
cirkelrérelse. For ren rotation géller

Vp =X, = V., =Rowe,

dar vinkelfarten fortfarande ar okand.
Accelerationen, som ar kiand,

ges av A =@ XTI +OX (DX Ty;)

=  a,=Rae +Ro’%, =(1.5¢, +4e,)m/s’
= Ra=1.5m/s’; Rw*=4m/s
Eftersom R =0.250m f&s resultatet

o=6 rad/s’; @ =4rad/s
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LP 2.3

LP 2.4

Punkten P har en acceleration som ges av

A =@ XTI +OX (DX Ty;)

Vi maste alltsa ur det givna i princip bestimma vinkelacceleratio-
nen ® och vinkelhastigheten ®. En punkt pa den lilla remskivans
periferi maste ha farten v;. Vi far d& skivans vinkelhastighet ur

V=oxXr| s v,=ro = w:V—B = w:%rad/SZZOrad/s
r .

Accelerationen for en punkt pa den stora skivans periferi ges av

A=OXr+ox(®xr) = a=Rae, +Ro’%,

Accelerationen i tangentialriktningen &r den givna a, .
Det betyder att

Ro=a, - =2 = oc=3—41fad/s2
R 0.33
Resultatet blir

2
a =R, RV} _ 2, R, 2 =(17e, + 66e, )m/s’
PT2 R ' 2 R T t "

Alla tre kropparna har ren rotationsrorelse. En punkt pd en av de
oelastiska remmarna har samma fart som alla andra punkter pa
remmen. En punkt pd periferin av en remskiva maste ha samma
fart som remmens fart. Detta leder till ekvationerna

3ro, =rwg = Wy =30,
2ro; = 4ro, = W = 6w,
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LP 25

b)

LP 2.6

Punkten P har en acceleration som allmint kan skrivas
ap =X, +OX(0XT,)

déar lagevektorn borjar i centrum av skiva C. Med naturliga
basvektorer blir det

a, =2ro.e, +2rog’e, (1)

Bestam alltsa forst o och ! Varje del av en rem har lika stor fart,
men inte lika hastighet. Varje del av en rem har ocksa lika stor fart-
okning per tid, dvs acceleration i hastighetsriktningen. Den vanstra
remmens fart kan skrivas antingen som periferihastigheten for ski-
van A eller periferihastigheten f6r B. Motsvarande galler ocksa for
den andra remmen. Lat @ vara vinkelhastigheten for Al

ro=2rwg 1 1
= O =—0 = 0. =—od
rog =2rw. 4 4

Tidsderivering ger o = i(x. Inséttning i (1) ger

2
ap, = Zr%et +2r(%) e,

ra) ot ra o't
Storleken blirdd  a, = (—) +4r?| = | =—,/1+
2 4 2 16

St&ngen OP har en rotationshastighet. Andpunkten A har en cir-
kelrorelse. Hastigheten kan skrivas v, =bwe,. Hastighetskompo-

nenten i X-riktningen kan skrivas (v,) =bwsin® och ir densam-
ma som hastigheten f6r stdngen BC.

Accelerationen for A ar
a, =bae, —bw’e,

Stdngen BC far da en acceleration i X-riktningen som &r
(ax), =bosin€ +baw* cosd

Alternativt tecknas koordinaten fér A. Tva tidsderiveringar ger
resultatet

- Liber
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LP 2.7

LP 2.8

Skivans mittpunkt kallas G och sammanfaller med masscentrum
for en homogen skiva. Hastighetsriktningarnai A och B ar
kdnda. Sambandsformeln for hastigheter

V,=Vg +OXI;,

kan projiceras pa x- och y-axeln:

—:  V,c0s60° =V, —bmcos60° (1)
T: —v,sin60°=0-bwsin60° ()

Ekv (2) ger V,=bw och (1) gerdd v;=bo

Mittpunktens hastighet fas enligt sambandsformeln

Vo =Vg +OXI | =

vV, =bwe, —b—a)eX —Me = Vg :Eba)eX —@e
4 4 7 4 4 7

Sambandsformeln for hastigheter f6r vardera stangen ar

Va =Ve +®,c XTIy (1)
Vg =V + @ XTg (2)

Hastigheten v, och vinkelhastigheten ®,. skall bestimmas.
Utnyttja att @,. = —@,; och subtrahera ekv (1) och (2)!

VA~ Vg =0y X (rCA + rCB)

Tag y-komponenten!

. V, —V
T: Vy—Vy=-w,.-2bsind = w,,=-2—2 (3
2bsin @
Addition av ekv (1) och (2) ger
Va+Vg=2Ve +@pc X (fep —Teg) =
V, + Vg 1
Ve = 8, —— W, - 2bcosbe,
2 2
. . Vp, —V V,t+V
Inséttning av (3) ger Ve=2—~e +A—Pe
2tan® 2
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LP 2.9

LP 2.10

Den hogra och védnstra vajern tangerar trissorna i C respektive D.
C har liksom B hastigheten noll och D har liksom A hastigheten
Vv, uppat. Sambandsformeln for hastigheter

Vp =V, +tOX T,

Men v, =V, och v. =0 ger

Vv
Va=0+@XTr., =  ©=-2 medurs
3r
— — VA
Vo=V +OXTI, = vo_0+2r-3—ey =

r
— 2VA

Vo, 3 e,
2v, V,
Vo =V, +OXT, = VvV, =—2%2e +2r-—2e =
P (@] OoP P 3 y 3r X
2v 2v
Ve =—"e +—"e,
3 3

Bade stangen OA och hjulet vid C har ren rotationshastighet. A
och B beskriver var sin cirkelrdrelse. Antag att hjulet har en
vinkelhastighet © medurs!

vV, =bae, =-bwsinbe, +bwcosbe,
Vg =-1Qe,

Sambandsformeln for hastigheter

V,=Vg +OX I,

kan projiceras pa x- och y-axeln:

—: —-bwsin@=-rQ+0 (1)
T:  bwcos®=0+cw,, (2)

Ekv (2) ger Wpg = bTa)cose och (1)gerda Q= b—wsinG

u. Liber
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LP 2.11 Bade stdngen OA och BD har ren rotationshastighet. A, B och D
beskriver var sin cirkelrdrelse. Antag att stangen BD har en
vinkelhastighet Q moturs.

vV, =3bawe,; Vg =—2bQe, ; vy, = 4bQe, (1)

Vinkelhastigheten Q maste bestimmas.
Sambandsformeln for hastigheter for stdngen AB, som har

langden 3+/2b

Vo =Vg+O®,; XTI,

332 b,
2
3V2bw,g

2 ©

Vinkelhastigheten @, kan litt elimineras genom att subtrahera
(3) fran (2) vilket ger Q =3w/2. Insittning i ekv (1c) ger

Vp =4b%a)ey = vV, =6bwe,

—: 3bo=0+ +0 (2)

T:  0=-2bQ+

Losningen fds enklare om man inser att momentancentrum for
stangen AB liggeri O.

LP 2.12 Antag att vinkelhastigheterna dr @,z och ;. moturs. Sambands-
formeln for hastigheter f6r stangen AB

Vo =Vg+®,5 XI5

—: 0=Ccwg. —bw,zcosb (1)

T: -v,=0-bw,,sind (2)
Ekv (2) ger @, = YA och ekv (1) ger da wy = YA
bsin@ ctan®
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LP 2.13

LP 2.14

Bade stangen OA och CB har ren rotationshastighet. A och B
beskriver var sin cirkelrdrelse med hastigheterna

v, =-3bwe,; vV, = 2bQe,

Stangen AB, som tillfélligtvis har langden /13b och bildar

vinkeln 6 med vertikalen, &r inte stel. Sambandsformeln giller ej
for hastighetskomponenter i stangens riktning. Vi kan dnda
tillampa sambandsformeln i en riktning vinkelradtt mot stangen.
Allts3,

Vo =Vg+®,5 XT5a =

3bwsin® = -2bQcosO+ \13bw,, =

O = %(%)sine +2Qcos6)

Figurens geometri ger sin = 3 /13 och cos@ =2/+/13

1
B™ 1~

B (9w +4Q) (moturs)

= (O

Eftersom D betraktas som en fix punkt beskriver B en cirkel-
rorelse. Punkten A har en vertikal hastighet.

V,=Ve,;

Vg =bge, =bpcospe, +besingpe, (1)

Vinkelhastigheten 6 skall bestimmas.
Sambandsformeln for hastigheter for skopan AB

Vo =Vg+®,5 XIga

—: 0=hg@cose+chHsind (2)
T: v=bgsing—chcosod 3)
Ekv (2) ger ¢ =— csin® 6 och ekv (1) ger 0= besing—v =
bcos o ccos6
9=_sz1n051ngo 6 % N 6=_ VCos @
bccospcos®  ccosh ccos(6 - )
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LP 2.15 Sambandsformeln for hastigheter for stingen AB

Vg =V +O XTI,
\Y

—: 0=-v+bwsind = =—
bsin@

Sambandsformelnigen: Vv, =V.+0Xr, =

vV, =-Ve, —bwsinbe, +bwcosbe, =
V, = —(v+ b-— sine)eX +b-———cosbe,
bsin® sin@
= Vv, =-2ve, + e,
tan®@
LP 2.16 Momentancentrums ldge bestims geometriskt av skdrningspunkt-

en av de tva rita linjer som gdr genom hastighetsvektorernas fot-
punkter respektive spetsar. Momentancentrum C ligger alltsa
ndgonstans pa stangen eller dess forlangning. Antag att C ligger
pa stdngen pd avstdndet X ifrdn den vénstra &ndpunkten. Da
gdller

vV, =(b-X)o —
a=(0=x) = vb-x)=v,(2b-%x) = x=Ye=2Vay
Vg =(2b—X)o Vg =V,
) : . 1o . b 1
For det givna hastighetsférhallandet fas  x = 5 = X=gm

Vinkelhastigheten fds d& ur det férsta sambandet

- w=""A = ® =10 rad/s
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LP 2.17 Enligt konstruktionsmetoden f6r momentancentrums lage ligger
den punkten C pa stdngen eller dess férlangning. Antag att C
ligger pa avstdndet X ifrdn den vanstra &ndpunkten. Da géller

v v
Va=(Xx-bjo = x=b+- = x=b+*- = x=3m
o o

Hastigheten i B blir d& med hjilp av momentancentrum

®
= Vg=V,—-bo = vy=5m/s

Vg=(x-2bJo = v, =(b+V—A—2b)w

LP 2.18 Hastigheten i A 4r vertikal och i B horisontell. Drag rita linjer
genom hastighetsvektorernas fotpunkter vinkelrdtt mot hastig-
heterna. Det betyder en horisontell rét linje genom A och en ver-
tikal rat linje genom B.

a) Momentancentrum C har koordinaterna
X=bsin@; y=bcosO
b) Idetbetraktade 6gonblicket kan man sdga att skivan roterar kring

momentancentrum. B ser ut att ha en cirkelrorelse kring C. Farten
ar radien ganger vinkelhastigheten:

v
Vg=bcosb-0 = w=—2"
bcosO

c)  Hastigheten f6r G fds ocksa med hjilp av momentancentrum. G
ser ut att ha en cirkelrérelse med radien b/2 kring C:

bw bw .
Vg =—0 = Vg =——cosfe, ———sinfe
2 2 Y

v vV
Vg = 7Bex - ?tan@ey
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LP 2.19

Hastighetsriktningarnai A och
B ar kdnda. Drag rata linjer
genom A och B vinkelrdtt mot
hastighetsvektorerna. Skér-
ningspunkten d&r momentan-
centrum C. I det betraktade
ogonblicket kan man sédga att
skivan roterar kring momen-
tancentrum.

A och B ser ut att ha en cirkelrérelse kring C. Farten dr radien
ganger vinkelhastigheten:

Va =[cal@; Vg =|reglo
Avstanden |r.,| och |res| motsvarar sidorna i triangeln ABC.

Hastighetsforhallandet kan bestimmas med hjélp av sinussatsen
for triangeln ABC:

sin(ﬂ - 0)
Ve [l res| 2 _ cos6

Vo [realo freal sin(ﬂ—go)  coso
2

Losningen fds mycket enklare om man inser att projektionen av de
tvd hastigheterna v, och v, pa skivans riktning mdste vara lika
om skivan &r stel:

Vy - €pg=Vg€g = V, c0s0 = Vg cos@

u. Liber
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LP 2.20 Antag att vinkelhastigheten @ och vinkelaccelerationen o &dr
riktade moturs. Sambandsformeln f6r hastigheter
Vo=V +@X Ty,

kan projiceras pa x- och y-axeln:

—: —V,0830°=-vcos30°+0 (1)

T:  v,sin30°=-vsin30° —bw 2)
Ekv (1) ger v, =V = Vo :—gvex+%vey
och (2)ger o= —VFB
Sambandsformeln for accelerationer

Ay =85 +TOXIg +OX(®XTy,)
—: A, =0+0+bw’ =  a, =bw’ (3)
T:  a,=0+ba+0 =  a, =ha (4)
a, =hw’e, +baoe,
Accelerationen maste hir vara parallell med underlaget. Det
betyder att
a bor 1 o o’
tan30°=-—L=—-—— —_—=—— S 0=-——F =
a,  bo’ V3 @? V3
o=- v = a, = V—ze v €
b*+/3 " b b3
LP 2.21 Losning finns i boken
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LP 2.22 ® Antag att vinkelhastigheten ar
@ moturs. Punkten B har en
cirkelrorelse kring O:

Vg =(R+T)0,

Punkten E har ocksa en
cirkelrorelse kring O:

Ve = RQ

Eftersom rullning forutsatts ar hastigheten i D och E lika: vy = v,

Sambandsformeln for hastigheter Vg =V +®X I

kan projiceras pa tangentialriktningen snett nerat:

Vg +Vp
VB = —VD +row = w = f =
R+r + RQ
a):( )ar)A = a):wA+$(a)A+Q)
LP 2.23 Tyngdens hastighet uppat maste vara lika stor som handens

hastighetskomponent i den 6vre traddelens riktning. Bestam alltsa
hastigheten i C och projicera den pa tradens riktning dar. Med ett
koordinatsystem med x-axeln at héger och y-axeln uppat fas

Vg =bw,ge,

Sambandsformeln for hastigheter | Ve = Vg + @y X Iy | ger

Ve =bw,ge, + e, eller

Ve =bw,ge, + chc(—sin fe, +cost9ey)

Projicera denna hastighet i tradens riktning som kallas e.
Da galler ssambanden (Har kravs forstas en tydlig figur.)

e, -e=Cos(m — @) =—cos¢p

T ,
ey-e:cos(a—(p):sm(p =
vc-e:bwABey-e+chC(—sm9eX-e+cost9ey-e) =
Ve -€ =hw,g SN + Cwg (sinOcos g + cosbsing) =

Tyngdens fart uppat &r v, -e =bw,; Sing + cwy: sin(6+¢)
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LP 2.24

b)

d)

Punkten A har en cirkelrorelse
kring O: Antag att vinkel-
hastigheten ar @ moturs.

Punkten B har en cirkelrorelse
kring O:

vV, =Cwe, =
V, = cco(—sin fe, + coseey)

Sambandsformeln foér hastig-
heter

Vg =V, +0,5 XTI

kan projiceras pa den horisontella och vertikala riktningen. Antag
att vinkelhastigheten for AB ar Q moturs.

—! Vg =Cwsinfd+bQcose Q)
_ccos6 ©)

T : 0=cwcosd—-bQsing = Q==
bsing

Har dterstar att finna sambandet mellan vinklarna 6 och ¢.

Figurens geometri ger bsin(p:\/b2 —(d—csine)2

ccoso
b2 = (d=csin)’

Insattning i (2) ger Q=

Drag konstruktionslinjer vinkelratt mot hastighetsvektorernai A

och B genom deras fotpunkter. Punkten C ar momentancentrum.
| det betraktade 6gonblicket kan A ocksa sagas ha en cirkelbane-

hastighet kring C. Antag att C ligger pa avstandet x fran O.

V, =Co = (C+X)Q = x:c(%—l)

Hastigheten v, fas antingen ur (1) eller med hjadlp av momentan-
centrum. B ser ju ut att ha en cirkelrorelse kring C.

Vg =(d+xsinf)Q = AA =(d+c(g—1)sin9)£2

Liber
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LP 2.25

LP 2.26

L&agg in ett koordinatsystem med x-axeln at hoger och y-axeln
uppat. Punkten A har en cirkelrorelse kring O:

V, =bwg,e, = vA:waA(—cose ex—smeey)

Sambandsformeln for hastigheter | Vg =V, + @, X T

kan projiceras pa den horisontella och vertikala riktningen. Om
hastigheten for C ar horisontell maste det dven gélla B, annars
forandras langden av stangenBC.

— ! Vg =-bw,,cos0+0
. bsin6
T: 0=-bwy,sinb—cawg, = W= 0o

Sambandsformeln for hastigheter | Vo = Vg +®@gc X T

- V. =-bw,,c0s0 +dwg.

Antag att bakhjulet har vinkelhastigheten » och kedjekransen
eller pedalarmen vinkelhastigheten Q. Centrumpunkten pa hjulet
har hastigheten v. Den punkt pa hjulet som rakar vara i kontakt
med vagen har hastigheten noll och &r momentancentrum. Detta
kan utnyttjas for att bestamma vinkelhastigheten:

%

v=Rw = w=—
R

Varje lank pa kedjan har samma hastighet i kedjans riktning. Om
kuggkransen och kedjekransen har radien r, respektive r, galler
alltsa att periferihastigheterna maste vara lika:

ro =r,Q

Kuggkransen har ju samma vinkelhastighet som bakhjulet.
Men antalet kuggar ar proportionellt mot omkretsen, dvs radien.

ro N,w N,v
Q=" = Q=-1 = Q=—1
r, N, N,R
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LP 2.27 | vissa fall kan det vara enklast att stédlla upp koordinaten for
punkten i fraga och tidsderivera for att fa hastigheten.

Yg = bsin@++/c* —b*sin’0 =

Y, =—bsin 0é+%(c2 —b?sin? 0)_;(—b2 -Zsinecoseé) =

Vs :—bw(1+ bcoso ]sin@
Jc? —b?sin?6

LP 2.28

Punkten C &r den yttre lager-
ringens momentancentrum.
Antag att motsvarande vinkel-
hastighet ar o,

= V=>5rm, (D)
Punkten A tillh6r samma ring
= vV, =9ro, (2)

Ekv (1) och (2) ger

Va=—F1 3)

Sambandsformeln for hastigheter for den inre lagerringen

Vg =Vo +QX Ty = = Vg =V+2rQ 4)

Sambandsformeln for hastigheter for kulan

[Ve =V, +oxT, (5)

Men eftersom kulan rullar mot vaggarnai P och Q ar
hastigheternai A och P samt B och Q lika. Insiattning i (5) ger

I V=V —2ro (6)
Inséttning av (3) och (4) ger da

9—;:v+2r§2—2ra) = wzg—ﬂ
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LP 2.29 Eftersom punkterna D, C och B tillhor en trad som inte kan
forlangas maste hastigheten i tradens riktning vara en och
densamma =

(e, riktad uppat)
b) Trissans centrumpunkt &r fix och maste vara momentancentrum.
C) Punkten D pa trissan har en cirkelrorelse och har samma hastig-

het som traden i den punkten. Vinkelhastigheten raknas positiv
medurs

Vp =2r® = 0=—

d) Hastigheten i A ar noll eftersom tradens hastighet ar noll i den
ovre fastpunkten.

e) A dr momentancentrum eftersom hastigheten dar ar noll.

f) Den stora trissan ser momentant ut att rotera kring A.
Hastigheten i B ar kand. Vinkelhastigheten riaknas positiv moturs.

Vg = 6rQ2 = Q=v/6r

0) Tyngden F har samma hastighet som stora trissans centrum:
Ve =3rQ = Ve =V/2
h) Ve =V, +QXr, | = T: vyg=0-6rQ =
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LP 2.30 e Punkten A har en cirkelrorelse
kring O:
v, =h6 (@8]

Hastigheten i B ar kand.
Konstruera momentancentrum
C for kroppen AB med rita
linjer vinkelrata mot hastighets-
vektorernai A och B.
Momentant ser alltsd bade A
och B ut att ha en cirkelrorelse
kring C. Vinkelhastigheten for
AB dr densamma som for OA
eftersom de bildar lika stor
vinkel med vertikalen.

B . - V_B S Vg
Vo = Fecl? = 0 [ - 2bcos6

()

Mittpunkten G ser ocksa ut att ha en cirkelrorelse kring C. Farten
bestims som v, = r,;|0. Avstandet bestams t ex med cosinus-
satsen for triangeln ABC

2
Ve = (2b0089)2+(9) —2-9-2bcose-c050- Ve =
2 2 2bcosé
Vo =+/8c0s’ 6 +1- Ve
4cos6
LP 231 N Punkten A har en cirkelrorelse
0 kring O. Hastighetsriktningen
ar vinkelrat mot stangen OA
och
vV, =bho (1)

Hastighetsriktningen i punkten
P ar kdand. P kan ju inte ha
nagon hastighetskomposant in
mot hornet P.

Konstruera momentancentrum C for kroppen AB med rata linjer
vinkelrata mot hastighetsvektorernai A och P. Momentant ser
alltsa bade A och P ut att ha en cirkelrorelse kring C. Geometrin
ger att vinkeIn OAB ar lika med vinkelnOPA. Da ar ocksa
vinklarna OPC och OCP lika och lika med 6. Triangeln OCP &r
darfor likbent och vi far med momentancentrum C

V, =2bw,, = bo=2bw,, = W pg = 02

Vv, =2bcosbw ,, = V, =bcosfw
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Stelkroppsdynamik Problemsamling 3

Obs! Till en fullstindig 16sning krévs en figur

LP 3.1 Troghetsmomentets definition for ett partikelsystem ger
(partiklarnas bidrag fran vanster raknat i figuren)

I,=Smr,>= Emk(yk2 + zkz) = mb* + mb* + mb* = 3mb®
I,=Smn,* = Emk(xk2 + zkz) = mb* + mb®> + mb® = 3mb”

I =Smr,>= Emk(xk2 +yk2) = m(b2 + b2)+ 0+ m(b2 + b2) = 4mb®

LP 3.2 Troghetsmomentet for en homogen stdng med massan m och
langden [ 4r med avseende pa en axel genom dndpunkten
respektive mittpunkten

2 2
! och mi
3 12
Denna berédkning finns i teorin och redovisas inte har.
Troghetsmomentet dr additivt sd att det totala troghetsmomentet
ar lika med summan av delkropparnas troghetsmoment.
Stangerna har vardera massan m/2.

Om Steiners sats anvands for den horisontella stangen fas

I - (m/ZC)))(Zb)Z . [(m/zl)ézb)2 + (m2)(20)

IA=zmb2+ L oolmy - Vo
3 6 6
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LP 3.3

For en homogen stdng med massan m och lingden b 4r troghets-
momentet med avseende pd en axel vinkelrdt mot stdngen och
genom dess mittpunkt (masscentrum G):

| _ mb?
¢ 12

Denna berdkning redovisas i teorin. Steiners sats ger trog-
hetsmomentet med avseende pd en dandpunkt A:

b)z mb2 mb?>  mb?
12 4 3

l,=1+m —
A G (2

Den givna kroppen bestér av tre stinger. Bidragen till troghets-
momenten i foljande uttryck raknas med ordning nerifrdn och

upp.

| —0+(m/3)b2+ (m/3)b2+m —2+b2 _ 5mb’
X 3 12 3l 4 9
= (m/3)b _(m/3)o (M) = 5mhb>

3 3 9
|- (m/3)b +0+(m/3)b _2mp’

3 3 9

Hir har Steiners sats anvants for berdkning av 1. Detta dr
markerat med en klammer.

- Liber
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LP 3.8

Troghetsmomentet med avseende pd symmetriaxeln f6r en homogen
cirkelskiva eller cylinder med radien R och massan m é&r

_ mR?

IZ
2

Denna berédkning finns i bokens teoriavsnitt och redovisas inte har.
Troghetsmomentet dr additivt sa att det totala troghetsmomentet dr
lika med summan av delkropparnas tréghetsmoment. Kalla hélet for
kropp 1 och &terstoden, dvs den betraktade kroppen, f6r kropp 2! D&
gdller om densiteten dr p och cylinderns hojd ar h:

m,=p-ar’-h m, =p-7(R*~r?)-h m,, =p-aR>-h
m,R> mr’ m,R> mr’
le=1L+1, = %: ; +1, = |2=#—1T
-R*-h)R? qr?-h)r?
2 2 2

Densiteten kan bestimmas eftersom massan och volymen fér den
givna kroppen dr kdnda:

m,

p= 7r(R2 - rz)h

Eftersom massan m, =m &r given i texten ger insédttning

= a(R*=r*)h 2 (R*~r’) = b= 2(R*-r?) -
- m(R* +r*)(R* - r?) L - m(R* +r?)
2(R* - r?) 2
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LP 3.10

Skiva upp cylindern i tunna cirkelskivor! Betrakta den cirkelskiva
som ligger pa avstandet z fran Xy-planet. Den har massan dm
och tjockleken dz. Troghetsmomentet f6r bara denna cirkelskiva
ar enligt Steiners sats:

_dm-R?

dl, +dm-z*

Hir har vi utgatt ifrdn att troghetsmomentet f6r en cirkelskiva
med avseende pa en diameter dr kint (berdkningen ar gjord i
bokens teoriavsnitt).

X X

2
For hela cylindern féas da: I, =]dl, = J(RZ + zz)dm

For masselementet giller: dm= p-7R*dz =

-R?*dz =%dz

*h

Insdttning ger

2 2 2 3"
I, =] R » m=| R p|Mg,-MR,, 2 =
4 4 h " hl4 3]

mh( R m[R? 22T m(rR>. R R? h?
| =—[| —+2* |dz=—|—z+> | =—| —h+—|=m[ =+ —
hol 4 h| 4" 3] hl4 3 43

2

OmR—0sdl, — (smal stadng).

2

Omh—-0sdl, — (tunn cirkelskiva).

- Liber
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LP 3.11

Hiér utgdr vi fran att troghetsmomentet f6r en cylinder med avse-
ende pd en diameter i basytan ar kant. Berdkningarna har gjorts i
foregdende problem. Rent allmént géller att kroppens totala
troghetsmoment &r

I _ Iskaft + Iklubba

For klubban maste Steiners sats tillaimpas. Detta markeras nedan
med en klammer. Se klubban som tva cylindrar, vardera med
hojden h. For varje sadan cylinder kan troghetsmomentet med
avseende pd klubbans mittpunkt bestimmas enligt foregdende
problem. Vi far

N AL ) e S aR*h-(b+R)*
x =P £ 3 p i3 p

r* b R*> h? 2
|, = par’h| —+— [+2paR*h| —+—+(b+R
=P (4+3)+p [4+3+(+)]

u. Liber
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LP 3.12

Om det hade varit en hel cirkelring med massan m och radien r
vet vi att troghetsmomentet med avseende pa symmetriaxeln
enligt definitionen &r 1, = mr’. Massférdelningen &r tunn och plan
och da géller satsen om tunna skivor:

Det dr bara massans avstand fran axeln som &r av betydelse for
troghetsmomentet. Det spelar alltsd ingen roll om vi viker den
hela cirkelbdgen ldngs x-axeln sd att vi far en halv cirkelbédge.
Troghetsmomentet blir oférandrat dvs

| = mr?

2

I fortsdttningen géller det troghetsmoment med avseende pa axlar
parallella med z-axeln. Vi vet for halvcirkelbdgen att I, = mr?.

. o . 2r
Halvcirkelbdgens masscentrum har koordinaten y; = —.

Steiners sats ger

e = Io_mYG2

I, = IG+m(r—yG)2 =

Iy =lo—my2 +m(r—y,) =

Ly =mr? —my?+m(r’ —2ry, +ys*) = 1, =2mr’ -2mry, =

2r? 2
I, =2mr* —2m=— = l,=2m[1-=|r
T T
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Stelkroppsdynamik Problemsamling 4

OBS! En fullstindig 16sning maste innehalla en figur!

LP 4.3

Tyngdkraften, normalkraften och friktionskraften verkar pa ladan. Antag att
normalkraftens angreppspunkt dr pad avstandet x fran lddans nedre vénstra

horn.

Kraftekvationen F=ma. och momentekvationen M, = H, i komponentform

ger
- =ma (1)
T : N-mg=0 )
Q. f N(é - ) =0 3
fa=N[5-x Q)
Léadan har ju ingen vinkelacceleration. Satt in (1) och (2) i (3)!
ma-ﬁ—mg(é—x):o = x=1 b—@
2 2 2 g
Grénsfall glidning f=uN = a=ug
Grénsfall balans x=0 = a= % g
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LP 44

De yttre krafterna pa skottkdrran dr tyngdkraften mg, kraften P samt normal-
kraften N vid hjulet. Problemtexten kan kanske ge intrycket av att kraften P
ar given. Tanken dr att den ska bestimmas, sd att skottkédrran utan rotation far
accelerationen a. Kraftekvationen:

F=ma,| = —: Pcosf=ma (1)
T : Psind-mg+N=0 (2)

Momentekvationen med avseende pd masscentrum G:

M.=H.| = *G): Nc-Psin6-b—Pcos®-(d—h)=1I-0

Hogerledet i ekv (3) &r noll eftersom skottkédrrans vinkelacceleration &r noll.
Los nu ut Pcosf och Psin@ ur ekv (1) och (2) och sitt in i ekv (3)!

=  Nc—(mg—N)-b—(ma)-d=0 =

N(b +c)=ma(d — h)+mgb =
N =2 [ma(d - h)+ mgb]
b+c

Nu nidr normalkraften dr kidnd kan vinkeln 6 bestimmas ur ekv (1) och (2).

: B g—-—[a(d—h)+ gb]
Psin@ _mg N - tan 6 = +c -
Pcos6 ma a

a(b+c)

Alternativ 16sning: Momentekvationen med avseende pd en rorlig punkt A
skrivs allméant

M,=H; +r,. xmag

I detta fall f3s normalkraften direkt ur ekvationen
YA : N(b+c)-mgb=1,-0+(d—h)ma

Stdll nu upp momentekvationen med avseende pa punkten C, som &r
skdrningspunkt mellan verkningslinjerna for krafterna P och N.

) mgc=1.-0 +[(d— h)+(b+ c)tane]ma

Ekvationen ger direkt vinkeln 6.
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LP 4.8

Accelerationen kan bestimmas med
hjalp av kraftekvationen, om alla

kanda.

F=ma,

krafter i accelerationens riktning ar

1)

Normalkrafterna kan sedan bestim-

a b mas med momentekvationen
v718 )
M; =H; 2
I komponentform fas ekvationerna
- T =mag 3)
T: N,+N,-mg=0 (4)
‘G): Nyb-N,a+Tc=0 (5)
: T
Ekv (3) ger accelerationen as = — (6)
m
Eliminering av N, ur ekv (4) och (5) ger
Nyb—(mg—Ny)a+Tc=0 @)
= Ny(a+b)-mga+Tc=0 (8)
Resultatet ar
mea—Tc mgb +Tc
N, =T8¢ N, =780 ©)
a+b a+b
Kommentar:
Det gar ocksa bra att bestimma normalkrafterna i tur och ordning med
momentekvationen for rérlig momentpunkt:
M, =H_ +1,. xma,
YAV Ny(b+a)—mga—Td=0-(d+c)ma,
vilket ger samma resultat som ovan.
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LP 4.10

Vi frilagger armen PBA och infor
i reaktionskraftkomponenterna H
A och V vid den glatta leden P.

P |— Reaktionskrafterna vid P kan elimi-
- neras redan fran boérjan genom att
utnyttja momentekvationen med
avseende pa den rorliga punkten P:

‘ :
o

b M, = H_ + 1, X ma, (1)

me Om vi betraktar gransfallet da kon-
takten vid A upphor, blir z-kompo-
) nenten av denna ekvation

A

P): —NIl-mgb=0-cma 2)

_NL, gb
mc c

a

3)

Alternativ I6sning ges av momentekvationen
M, = I;IPrel + Ipo Xmap 4)

som ger en likadan komponentekvation som ekv (2) eftersom P och G har
lika stor acceleration.

Alternativt 16ses problemet med kombinationen

F=ma, (5)
M, =H, (6)

I komponentform fas ekvationerna

- H=-ma (7)
T: V-N-mg=0 (8)
*G): —Vb-Hc-N(I-b)=0 9)

Eliminering av H och V ur ekv (7-9) ger samma resultat som ovan.
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LP 4.12

Frilagg husvagnen och infoér krafter-
na vid kontaktpunkterna enligt fi-
guren. Eftersom en kraft soks ar det
naturligt att stilla upp kraftekvatio-
nen och momentekvationen for
husvagnen.

Kraftekvationen
F=ma,

ger foljande komponentekvationer
i vagens riktning och vinkelrit
emot:

— © H-mgsinf =mx, Q)
T: -V-mgcosB+N=0 (2)

Momentekvationen med avseende
pa masscentrum M, =H_ ger

(GY : Vd-H(h-b)+Nc=0 )
Accelerationen ar given: x. =a. Kraften H ges alltsa direkt av ekv (1)

H=m(a+gsinﬂ) 4)

Eliminera normalkraften N genom att I6sa ut N ur (2) och satta in i (3).
Med ekvation (4) kan ekv (3) da skrivas

Vd — (h - b)(ma+mgsin B)+(V +mgcos B)c =0 ()
m .
= V=or (1= b)(a+ gsin B) - gccos ] (6)

Anm.: Kraften V fas enklare med momentekvationen med avseende pa
punkten P, som &r skarningspunkten mellan verkningslinjerna for

krafterna H och N: M, =H_ +r,, Xma,

(P™ . V(c+d)+mgcosf c—mgsinB(h—b)=0+(h—b)ma
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LP4.18

Armen AB roterar kring en fix axel
vid A. Masscentrum G rorsigdai
en cirkelbana med radien c sa att
accelerationen i det naturliga syste-
met kan skrivas

a_ =cbe, +cb’, (1)

Kraftekvationen

F=ma, 2

i komponentform blir da

- K= m(—cé2 cosO — csin 9)

T T-mg=m(—c6’sind+chicoso)

3
De sokta kraftkomponenterna ar alltsa
K = m(-c6” cos6 - cfsin6)
o . 4)
T=mg+ m(—c02 sinf + cecose)
Momentekvationen kan skrivas
M, =H_ +r,. xma, (5)
och z-komponenten blir
M—mgccosezi(lé)+mc2é (6)
dt
Det sokta kraftmomentet ar da
M = mgccosf + (I + mcz)é (7)
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LP4.21

Q
\ Frilagg hjulen och infor kontakt-
kraften mellan dem. Skriv upp

momentekvationen for vardera
hjulet med avseende pa respektive

f rotationsaxel.
® Troghetsmomenten ar mk® respek-
tive 16mk? for det lilla och stora
hjulet.
- 2r
“r
Momentekvationen med avseende pa en fix axel: M, = HZ for det
stora hjulet: M - 2rf = 16mk*Q (1)
lilla hjulet: f = mk’w )
Rullningsvillkoret &r 2rQ=rw 3)
= w=2Q (4)
Ekv (2) och (4) ger rf = 2mk*Q (5)
Insattning i (1) ger M - 2rf =8rf (6)
M
M=10rf = f=—o 7
f = f=1, ™
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LP 4.28

Forutom tyngdkraften mg finns det en kontaktkraft vid P. Snabbaste

I6sningen ges av momentekvationen M, =H,,, + 1, Xma,
2 2
P) —mg-g m(b h )O—E ma
3 2
Satt a= g/3!
m(b? + h?
6 2 3
N _ (h—3b)g
2(b* +1?)

Testa ocksd en I6sning med kraftekvationen F=ma, och momentekvationen
M, =H_ !
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LP 4.29

De yttre krafterna pa rullen &r tradkraften S, tyngdkraften mg samt en reak-
tionskraft vid axeln. Dessutom verkar friktionen vid axeln som motsvaras av
kraftparsmomentet M,. P4 den hangande kroppen verkar tradkraften S och
tyngdkraften m,g.

Momentekvationen for tradrullen med avseende pa centrum O, som &r en
fix punkt

M,=H,| = O): Sr—-M,=1.-6 (1)

Kraftekvationen for den hingande kroppen

F=ma,| = I mg-S=my 2)

De obekanta dr S, ¥ och 6. Vi behaver allts en till ekvation. Den ges av
kinematiken och motsvaras av rullningsvillkoret. Den hiangande kroppens
hastighet maste vara densamma som hastigheten i den punkt pa rullen dar
traden I6per ut.

=10 = i=r0 3)
Dividera ekv (1) med r och addera sedan ekv (1) och (2)! Infor ocksa det

givna tréghetsmomentet 1. = md’!

M, md’
= mg - - =

0 + m,¥ 4)
r

Om rullningsvillkoret insattes fas

M, (md? . . mgr’ —Mr
mg-——==\—z tmpKx = X=—"5 7
r r myr +md

Denna acceleration ar konstant. Vi kan bestamma hastighet som funktion av
fallstracka pa samma satt som vi gor for fritt fall.

Det ar naturligtvis ocksa mgjligt att skriva upp momentekvationen med avse-
ende pa den fixa axeln for hela systemet. Da blir tradkraften en inre kraft och
den hangande kroppen bidrar till rérelsemangdsmomentet:

d : :
O : mlgr—Mlza(IG0+rm1x)

Ekvationen overensstaimmer med ekv (4)!
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LP 4.41

Kontaktpunkten dar momentancentrum sa att om punkten O har farten v, sa
har kroppen vinkelhastigheten o =/R och stangen hastigheten

(R+c)o=(R+c)u/R
Rorelsemangdsmomentet &r i detta ogonblick
HY' =HY' + H3™
O ar cylinderns masscentrum, som kan kallas G:
HY' = HY' = H,

Det ar alltsa bara cylinderns rotation som bidrar till rérelsemangdsmomentet.

2
(Hzino). =c-%-(R+c)-%

2
(Hg’t) :C-E-(R+c)-2+1mRv:mRv Cif i
z 2 R 2

..'- |_| be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras



LP 4.42

@)
S e /\ e
A 45° b x y
N\,
S - b
Ay aGy
mg

Kroppen paverkas av tradkraften S och
tyngdkraften mg. | det férsta 6gon-
blicket efter tradbrottet har kroppen
acceleration men ingen hastighet.
Hornet A startar en cirkelrorelse och
har en acceleration i y-riktningen.
Punkten G har en acceleration som ges
av sambandsformeln, alltsa samma
acceleration som punkten A i y-rikt-
ningen och dessutom en acceleration i
x-riktningen for att skivan borjar vrida

sig.

Skivans vinkelacceleration bestams av
momentekvationen. Tradkraften kan

sedan bestimmas med kraftekvationen.

Om skivans vinkelacceleration antas

- b
vara o, Sa ar ac, = TOC
2

Troghetsmomentet med avseende pa A fas med Steiners sats:

b\ mb? b\  2mb?
L=lg+ml—=| =2 sm{ 2| = (1)
e (ﬁ ) 6 (ﬁ ) 3
F =ma, e: S+ % =mag, )
b 2mb* a
M.=H . - = Gx 3
c=H; A s W ©
38
Ekv (3) ger: =— 4
g ag 42 (4)
Ekv (2) ger : g_mg_ . 38
' V2o a2
" mg
Resultatet ar S=—2
: 42
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LP4.44

Frilagg tradrullen! Verkande krafter
ar dragkraften P, tyngdkraften mg

och kontaktkraftens komponenter f
och N. Men at vilket hall ar friktions-
kraften riktad? Antag forst att planet ar
glatt. Om verkningslinjen for P da gar
nara masscentrum skulle tradrullen fa
en translation. Med friktion skulle da
friktionskraften vara riktad at vanster.
Om verkningslinjen for P i stéllet gar
hogt upp skulle tradrullen pa ett glatt
plan fa en rotationsrorelse och vinkel-
hastigheten skulle kunna bli for stor
jamfort med rullning utan glidning.
Tradrullens kontaktpunkt skulle fa en
hastighet at vanster. Friktionskraften
skulle da vara riktad at hoger.

Vi antar rullning utan glidning och bestammer f med dynamikens ekvationer
Antag en friktionskraft at vanster. Stall upp komponenterna av kraftekvatio-
nen och momentekvationen:

F=ma, — . P—f=mxg 1)

T: N-mg=0 (2)
M, =H, (AY : r-P+R-f=1.6 3)
Rullningsvillkor: i, =R (4)

Tréoghetsmomentet ar I, = md’. Dragkraften P &r given.

Satt in ekv (4) i ekv (1). Multiplicera ekv (1) med —d4%/R och addera sedan
ekvationerna (1) och (3). Man far:

2 2
P(r—d—)+/(R+d—):0
R R

d®> — Rr
R? +d°

Resultatet ar

f=

Friktionskraften f kan alltsa bli negativ och da &r den riktad at hoger.

..'- |_| be r MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras



LP 4.47

De yttre krafterna pa hjulet ar tyngdkraften mg, friktionskraften f,
normalkraften N samt en kraft vid axeln fran stangen. Vi antar att denna
kraft ar horisontell. Da ar normalkraften lika med tyngdkraften och
friktionskraften ar vid glidning

f=uN = f=umg @)

Momentekvationen for hjulet med avseende pa masscentrum G,

M;=H;| = ) : fr=16 (2)

Fran borjan ar vinkelhastigheten noll. Hjulet slirar men har en
vinkelacceleration anda tills det rullar utan att glida. Vinkelhastigheten
okar under denna tid fran noll till det varde som ges av rullningsvillkoret:

v= rél 3)

Tidsintegrering av ekvation (2) under det tidsintervall i vilket hjulet slirar
ger

umgr-t, =1-6,-0 4)

Men bilen gar med konstant hastighet under denna tid. Forflyttningen for den
och for hjulet ar

d=vt, (5)
Satt nu in (3) och (5) i (4)!
d v
v r
Iv?
= = )
mgdr
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LP 4.50

‘ B
Vi bestaimmer forst masscentrums
I acceleration med kraftekvationen
1 F=ma,
Y IP\G
och vinkelaccelerationen med mo-
mentekvationen med avseende pa
| masscentrum
mg
“T MG = HG
A %ﬁ Att bestamma accelerationen hos en
W d annan punkt B blir sedan ett kine-

matiskt problem.

I komponentform fas ekvationerna

1 0=mi, 1)
T T-mg=mi, (2)
G): Td=1.6 (3)

Accelerationen hos punkten B fis med sambandsformeln
a;=a; +OX 1 +OX(®x1g)

I komponentform fas
=%, —16+0 (4)

T ay, =y, +0-16° (5)

ag

X

| férsta dgonblicket &r vinkelhastigheten 6 =0. Vinkelaccelerationen 6 och
masscentrums accelerationskomponenter X, och y. ges av ekvationerna
(1) - (3). Insattning i (4) och (5) ger accelerationens komponenter

T
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Losning 4.59

De yttre krafterna ar tyngdkraft, kon-
taktkraft och tradkraft. Kontaktkraft-
en delas upp i normalkraft och frik-
tionskraft. Vi har alltsa tre obekanta
krafter och dessutom ska vi bestam-
ma accelerationen.
Momentekvationen

M, =H_
tillsammans med kraftekvationen
F =ma_

ger i detta plana fall tre ekvationer:

5rT—8r f=1.6 (1)
mgsinfB—f—T =mx, (2)
N -mgcosf=0 ©)

Kinematik: A &r momentancentrum eftersom tradens ande saknar
hastighet. Tradrullen ser i varje gonblick ut att rotera kring A.

X, =5r0 = X, =5r6 (4)
Glidning, dvs fullt utbildad friktion innebar att

f=uN (5)
Dividera ekv (1) med 5r och addera ekv (2). Pa detta satt elimineras T.

mgsinﬁ—%f:%é+mééc (6)

Insattning av ekv (3), (4) och (5) samt troghetsmomentet for en cylinder ger

13 m(8r)’ ¥, ..
mgsinfp —— umgcosp = -—= 4+ mx 7
gsinp 5 pmgcos f3 > 5r B G (7
. 13 114 ..
sinff——ugcosff=—x 8
§Sinf——ugcosp="_"x; 8
. 25¢( . 13
=——|SIhp——UcCos
i, = 228 sinp - ucosp)
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LP 4.63
Vinkelaccelerationen soks. Den kan
bestimmas med hjilp av kraft- och
momentekvationerna for systemets
delar. Frilagg forst kropparna och
B infor krafterna i figuren! Det ar vik-
tigt att inse att tradkraften T inte ar
lika med tyngden m, g nar systemet
T har acceleration!
Kraftekvationen F=ma_ for rulle
och tyngd ger ekvationerna

T Yy L mg-S-T=mi, ()
i T: T-mg=mj (2)

i Momentekvationen M, =H, for
rullen med avseende pa mass-
centrum ger

mg v

(G . sr-T.-2r=16 @3)
Ekvationerna innehéller fem obekanta: S, T, ¥, 6och ij. Vi méste nu utreda
kinematiken och bestamma sambandet mellan accelerationerna. Eftersom

den vinstra tradens vertikala del har hastigheten noll maste punkten C
vara momentancentrum for rullen. Detta ger

X.=10; %,=23r6 4)
Tyngden maste ha samma fart som punkten P pa rullen
=30 (5)

Tidsderivera nu sambanden (4) och (5) och sétt in i ekvationerna (1)-(3).
Dividera ekvation (3) med r for att fa ekvationer med lika dimension!

mg—S—T=mré (19
T—mlg:3m1ré (2
s—or=14 (3"

p
Eliminera tradkrafterna genom att multiplicera ekv (2') med 3 och addera
alla tre ekvationernal. Resultatet blir

mg—3m, g = (mr + % + 9mlr)é

(m—3m,)gr
(m+9m,)r* +1

eller 0=
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LP 4.64

De yttre krafterna pa hela systemet
ar tyngdkrafter och kontaktkrafter.
Om bakhjulet frilaggs sa blir det
givna kraftmomentet M ett yttre
kraftmoment. Reaktionskraften pa
bakhjulets centrum fran resten av
cykeln blir ocksa en yttre kraft men
kan undvikas i rdkningarna genom
att utnyttjia momentekvationen
med avseende pa just hjulets

g -M\ centrum.
\
N "8 Kraftekvationen F=ma for hela
g f systemet ger i rorelseriktningen
- r >
Hela systemet: -1 f—fi=(m,+2m,)%, (1)

Momentekvationen M, :HG med avseende en axel genom varje hjuls
masscentrum ger med positiv riktning medurs

Framhjul: (N rf=mr0 (2)
Bakhjul: (N M—rf=mpr0 3)
Rullningsvillkoret ar i, =16 (4)

Kraften f, kan elimineras genom att sétta in ekv (2) i (1). Detta ger ett
uttryck pa kraften f. Om rullningsvillkoret ocksa utnyttjas for att eliminera

0, sa ger en insattning i ekv (3)

M- r[(m2 +2m,) i + mljc'c] = m,r? el (5)
r
M =r(m, +4m,) i, (6)
. M
=" 7
*e r(m, + 4m,) )

Denna acceleration ar konstant vilket efter tidsintegration ger resultatet

P
¢ r(m, + 4m,)
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LP 4.66

Positiv riktning for @och @ (6 och
(0\ Yy 0) ar markerad i figur. Kraftekvatio-
nen och momentekvationen med
avseende pa masscentrum G ger

F=ma, k= me
f {MG _ HG = J3F = myG"
M, =16
mgsinB—f=mx;, (1)
‘x P = 1N —mgcos ff =my, (2)
fr=16 (3)

a) Antag forst att u ar tillrackligt stort for att hjulet ska rulla utan att glida.
Da ger kinematiken sambanden

Yo =0 (4)

io =10 (5)

Ekv (4) och (2) ger normalkraften N =mgcosf (6)

Ekv (3) och (5) i (1) ger mgsinﬁ—izjéG =mx, (7
. 1"2r .

Xg = T gsin (8)

b) Men ar antagandet rullning utan glidning riktigt? Ekv (3) ger friktions-

kraften
f=ti o =L ugsing ©)
r? T+mr2 6
och friktionsvillkoret £< u
betyder att u> ~tan 3 (10)
[ +mr

Om friktionstalet ar mindre an detta varde intraffar glidning. Da ar i stallet
friktionskraften

f=uN = f=umgcosp (11)
och ekvation (1) ger

accelerationen X = g(sin B — ucosp)
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Losning 4.70

a) Med lasskruven nerskruvad mot
cylindern roterar hela systemet
cylinder plus stativ som en enda stel
kropp kring axeln O (z -axeln).

,/@M Momentekvationens z-komponent

M, =H, (1)
ger
; . i
M= E(IOQ) )

dar I, ges av Steiners sats for tréghetsmoment:

2
I, =1, +m(5a)2=@+25ma2 2579711612 (3)

Insattning i momentekvationen (2) ger

M= %6 (4)
2
2M
= ~ 59ma’ )

b) Om lasskruven lossas har cylindern ingen vinkelacceleration eftersom
inget kraftmoment verkar kring axeln O. Rorelsemiangdsmomentet

H,=H_ +1,. xmv_ (6)

har en z-komponent som kan skrivas

H,, = konst + (5a)m(5a)0 ()

Konstanten kommer av att cylindern kan rotera kring sin egen axel med en
konstant vinkelhastighet.

Momentekvationen

d .
M = (konst + 25ma’6) (8)
dt
M
ger da resultatet = 5
25ma
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LP 4.74

Vi frilagger hjulet och infér kontaktkraftskomponenterna N och f i
kontaktpunkten P. Dessa krafter kan elimineras direkt genom att vilja
momentekvationen med avseende pa kontaktpunkten P:

M, =H_ +r,. Xma, (1)

Innan vi skriver z-komponenten av denna ekvation utreder vi
kinematiken, speciellt masscentrums acceleration a.

Enligt sambandsformeln bestdr den av tre komposanter och kan skrivas
ag=ay+®X I +OX (X 1y) )

Dessa tre komposanter ar utritade i den hogra figuren och ger var och en ett
bidrag till kryssprodukten i (1). z-komponenten av ekvationen (1) blir da

H[R + (b +c)cos|+ mgesin® = 16 +m|(c + Rcos0)c + (R + ccosO)R6 — Rsinfc6’ |

3
Vi loser ut vinkelaccelerationen och far resultatet
H|[R + (b +c)cos@|+mgcsin® + mRcsin 6 o?
I+m(R?+ ¢ +2Rccos6)
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LP 4.75

De enda yttre krafter som verkar ar
tyngdkraften och kontaktkraften. Den
senare kan delas upp i friktionskraft
och normalkraft. Kraftekvationen eller
Eulers forsta lag

F=ma, Q)

bor da ge friktionskraften och normal-
kraften, om masscentrums acceleration
a; ar kdand. Denna bestér enligt sam-
bandsformeln for accelerationer av
accelerationen for centrumpunkten A
plus accelerationskomposanterna som
associeras med cirkelrorelsen kring A:

ag=a, +oxr.+ox(oxr) (2

De tre termerna i hogerledet ar marke-
rade i figuren och kallas a,, a, och a,
(tangential- respektive normalkompo-
nenten).

Infor ett fixt koordinatsystem Oxyz enligt figuren. Infér nu beteckningen
c=1/2 for avstandet mellan A och G. Kroppens vinkelhastighet ir o =0e..

Om cirkelringen rullar pa det lutande planet ar kontaktpunkten i cirkel-
ringen momentancentrum. Hastigheten for centrumpunkten A ar da

v, = —r0 e, (3)
Accelerationen blir

a,=-r0e, (4)
Masscentrums acceleration (2) kan da skrivas

a.=-rfe, +che, +cHe, (5)

Kraftekvationens x- och y-komponenter blir
f—mgsin B=m(-r6 - chcosd +c6’sing)

o (6)
N —mgcosf = m(—c@sm 0—co cose)
och resultatet foljer omedelbart
f=mgsinf+ mr[—(1+ %cose)é +%sin9 92]
N =mgcosf - m%(sin@ 6+cos6 6°)
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LP4.78

De enda krafter som paverkar cylin-
dern ar tyngdkraft och kontaktkraft.
Om normalkraften betecknas N sa
kan friktionskraften under den fors-
ta delen av rorelsen, da cylindern
glider, skrivas uN. Lagen om mass-
centrums rorelse F=ma_ och mo-
mentekvationen med avseende pa
masscentrum M, = H,. ger for den
forsta delen av rorelsen:

UN —mgsin 8 = mx (1)
N -mgcosf=0 (2)
2
mr .
—‘LlNT— > 0 (3)

Accelerationen och vinkelaccelerationen ar alltsa konstanta:

X = (ucos B —sinB)g 4)
éz—z%cosﬂ ®)

Vid en viss tidpunkt ¢ =t intraffar rullning utan glidning. Da kan
rullningsvillkoret % =r6 skrivas
(ucosB—sinB)gt, =—-2ugt,cosf+rw (6)

= et ™
(3ucosf—sinf)g

ty

och motsvarande stracka langs planet ar (eftersom accelerationen ar

konstant)
2.2 Qi
d, :ljétf _r'o (ucosp :?:mﬁz (®)
2 2g(3ucos B —sin )

Efter denna tidpunkt galler rullning utan glidning och da bevaras den
mekaniska energin: T, +V, =T, +V, ,ddr T, =0 i vandlaget. Insattning ger

2 .
%3”;’ 6,2 = mgd, sin B )

_ 3rfw*(ucos B —sin B)’
" 4gsinB(3ucos B —sin B)?

(10)

Total tillryggalagd stridcka langs planet blir da

r’w*(ucos B —sin B)

d+d,=
1+ 4¢sin B (3ucos B —sin B)
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LP 4.88

Resultatet bor ges av friktionsvillkoret,
varfor uppgiften bestar i att bestamma
friktions- och normalkraft. Rullnings-
villkoret ger att klotets absoluta

vinkelhastighet &r 26. Detta inses
antingen direkt ur figuren, eftersom
punkterna P och P° sammanfoll vid
tiden t =0 eller ocksa tecknas hastig-
heten for klotets centrum G pa tva
satt: cirkelrorelse kring O respektive
med kontaktpunkten som momentan-

centrum. 270 =rw
Momentekvationen med avseende

masscentrum M.=H, har

z -komponenten M :%(Icw) vilket

z

har blir Fr :éerZé (1)

Lagen om masscentrums rorelse F=ma, i cylinderkoordinater ger,
eftersom masscentrum beskriver en cirkelrorelse med radien 2r och
vinkelhastigheten 6:

m(0 - 2r0%) = N — mgcos6 2)
m(2r0 +0) = mgsin@ — F (3)
- . 14 . i
Om F elimineras ur (1) och (3) fas ?mm: mgsiné 4)

(vilket a&r momentekvationen med avseende pa kontaktpunkten!)

och F kan med hjilp av (1) skrivas  F =$mgsin9 (5)

Bilda en forstaintegral till rorelseekvationen (4) och utnyttja begynnelse-
villkoret!

%mr@@ = mgsin 6o

EEmr(@2 —0)=-mg(cosf 1)
25
mr® = ;mg(l— cos6)

vilket insatt i ekv (2) ger normalkraften N = mg(gcose—g) (6)

Friktionsvillkoret %S u ger nu for gransfallet glidning

2sing,
17cos6, - 10
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LP 4.95

Kraftmomentet och tyngdkraften gor arbeten sa att den kinetiska energin okar.

Lagen om arbetet u=rT-T1,
b | . ) . #m| 12mb* .,
er MO —-mg—|sinf 0+ — |-sin— [=— 0 1
J mgﬁ[ ( 4) 4} 2 3 @)
b [ . 1 1 1] mb® -,
MO —-mg——|SIN-—+C0SO- — — — | = 0 2
mgﬁ[ 72 72 ﬁ] 3 @

6 = \/nsz [MG— mgg(sinmcose— 1)]

LP 4.107

Betrakta det forsta ldaget! Masscentrum bestams forst. Lat origo ligga i hjulets
centrum! Infér en vertikal y-axel!

B m-0+2m-0+m(r/2) 7

- _! 1
Ye 4m 8 )

Troghetsmomentet bestams med Steiners sats. Lat A vara kontaktpunkten!

2

I,=mr’+3 T 2my? (2)
2
31
1. =2mr® —4m 1) = Zmr? 3
. (5] -5 ©
2
1, =IG+4m(%) :ﬂmr2+ﬂmr2 =Tmr? (4)
8 16 16
a) Kinetiska energin
T= %IA(DAZ = %mrza)Az (5)
b) Lat B vara den nya kontaktpunkten!
65 96
IB:IG+4m-ar2:Emr2 (6)
. . - 1 2 2 2
Kinetiska energin T= EIBa)B = 3mrwy
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LP 4.142

Begynnelsevillkoret ar

t=0 17 1
m eftersom rorelsen startar fran vila da
f fjadern ar oforlangd.
Eftersom tyngdkraften och fjader-

kraften ar konservativa bevaras den

voX mekaniska energin:
T+V=T,+V, (2)
%mk2+%lw2—mgx+%kx2=0 (3)

Men x=Rw och |=cMR?.

Insattning i energiekvationen ger

L e +1cMR2w2 —mgx+1kx2 =0 4)
2 2 2
1(m+cM)>’<2 = mgx—lkx2 (5)
2 2
ey
L g \/m ©
m+cM
. . o e - . 2mg
Vandlage fas for x =0 dvs for x=0 och x= — (7

b) Om energiekvationen tidsderiveras fas

(m+cM)XX = mgx — kxx 8)
= (M+cM)X =mg—kx

©))
L mg (10)

X =
m+cM m+cM

vilket dr den sokta rorelseekvationen.
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LP4.143

| figuren ar avstandet | =2a

For ett godtyckligt lage 6 ar under-
0 kanten A's forflyttning

0 4asinf—a Q)
och fjaderforlangningen
2Ffj5der I %(4&5"19 - a) (2)

mg P Den potentiella energin i varje

fjader ar da

I ’
Vﬁmer_E E(4asm9—a) (3)
Punkten P ar momentancentrum varfor kinetiska energin kan skrivas

2
T-= 1IPQ2 _ 1 m(4a)” m(2a)° |0 = 5 maz? (4)
2 2 12 3

Lagen om den mekaniska energins bevarande
T+V=T,+V,

ger da

0 (5)

8 22 8.2 . 2 - a
—ma’6® +k—(4sin@—1)" —mg| 2asinf — —
3 4 2

6= 3—9(25in9—1) —3—k(4sin0—1)2
8a 2) 32m
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LP 4.144

Q
\ Antingen infor man kontaktkraften
mellan hjulen och skriver upp
momentekvationen for vardera
f hjulet med avseende pa respektive
o rotationsaxel eller ocksa betraktar
man hela systemet och staller upp
lagen om effekten. Har viljs den

senare metoden.

Den totala kinetiska energin ar summan av det stora och lilla hjulets rota-
tionsenergi. Effekten kan for varje kropp i plan rorelse allmant skrivas

P=M; 0+F-v_

1)

Har galler for vardera hjulet att masscentrums hastighet ar noll. Dessutom
ar kontaktkrafternas (f och N i figuren) totala effekt noll vid rullning. Det
beror pa att vid kontaktstallet ar kontaktpunkternas hastigheter lika vid

rullning, medan kontaktkrafterna ar motsatt riktade.

Lagen om effekten P = T  for hela systemet ger alltsa

MQ = g llstoraQZ +1 I Iillawz) (2)
dt\ 2 2
d 1 20?2 1 2,2
MQ=—|— Q° +-—mkw 3
at| 2 1257 2 ®)
= MQ=mk(16QQ + ) 4)
Rullningsvillkoret ar
2rQ=rw (5)
= MQ=m k2(16QQ + 4QQ) (6)
M=mk’20Q = @:LZ
10mk
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LP 4.181

For stoten galler stétimpulslagen

A s
S=mvg, —mvg
Gad 2b och stotimpulsmomentlagen
S rxS=H,-H,
_—
b/3 | | B
B Index e och f star for efter och fore
stot. Komponentekvationerna blir
-  S=my, 1)
2 2
3 12
o S
Alltsa ar Vg = o 3)
2S
0=— 4
o (4)

Sambandsformeln for hastigheter ger nu hastigheten i A

Vo=V +OX 15, (5)
Komponentekvationen blir
S (2S
V,=——[—|b 6
2] ©
" S
Resultatet ar V, =——
m
Hastigheten for A ar % och den &r riktad at vanster
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LP 4.186

For stoten galler stétimpulslagen
S=mvg —mvg

och stotimpulsmomentlagen
rxS=H, -H,

Index e och f star for efter och fore
stot. Komponentekvationerna blir

T: S, =mvsinf—(-my,sing,) (1)
—: =S, =mvcosf—my,cosf, )
) -R-S, = lo-lo, ©)
Studstalet e= —Lﬁ_o (4)
-V,sinf, -0
Friktionsvillkoret ger S, =uS, 5)
Ekv (4) och (1) ger S, =mv,sinf,(1+e) (6)
D4 ger ekv (5) S, = umv,sin f,(1+e) (7
Vi skriver ekv (2) och ekv (4) en gang till, med utnyttjande av (7):
vsinf=ev,sinf, (8)
vCos f§ =V, cos B, — 1V, sin B,(1+e) 9)
oo esin
Division ger tan g = g
g P cos B, — usin B,(1+e)
eller tan g = etan
1-utanBy(1+e)
tanf— 0 om utanf,(1+e)—>1
Liber MEKANIK Stelkroppsdynamik Losningar © Christer Nyberg och Liber AB Far kopieras 7‘]



LP 4.193

A 2a B
X < -
Z  Losningen ges av Eulers andra lag

M,=H, (1)

' X

dar tidsderivatan kan beraknas enligt

H, = (HA)XYZ +oxH, )
dar Oxyz ar ett koordinatsystem som ar fixt i kroppen. Origo antas
sammanfalla med lagret vid A.

Vinkelhastigheten ar
0=(0,0 o) 3)
| detta koordinatsystem som foljer kroppens rorelse ar rorelsemangds-
momentet med avseende pa punkten A
HA = (_Ixzw’ - Iyzw' Izzw ) (4)
Eftersom vinkelhastigheten dr konstant blir (HA)xyz =0
Antag att kraften pa kroppen i lagret A dr R. Eulers andra lag kan da
skrivas (tyngdkraften féorsummas) enligt ekv (1) och (2)
s XR=0+wxH, (5)
som i komponentform blir
-R,2a=1,0’
y y , (6)
R, 2a=-1,0
Troghetsprodukten 1, =0 eftersom skivan ligger i xz—planet. Med
Steiners sats for troghetsprodukter fas vidare
b a mab
I, =12 +mx,zg =0+m—-—=—— 7
Xz Xz G=G 2 2 4 ( )
bt . mb ,
Insattning i ekv (6) ger da resultatet R= —?w e,
Far kopieras 72
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