Kapitel 1

Ovning 1.1.
Varje vektor ¥ med x-komponent a, y-komponent b och z-komponent ¢ kan skrivas som ¥ = (a, b, ¢)
eller

V=a€, +bé, +cé,
se Ekvation 1.4. Till exempel har vektorn v = é, + Zéy komponenternaa=1, b=2, ¢c=0. Vikan alltsa
skriva v = (1, 2,0).

Ovning 1.2.
Absolutvdrdet av en vektor kan berdknas med (1.2). Om ¥ = &, + 2&,, fas ddrmed

5] = VIZ+ 22 7 0% = 5.

Ovning 1.3.
Enhetsvektorn ¥ kan berdknas med (1.2); ¥ = ¥/|7|. S&, om ¥ = é, + 2é,, kan vi skriva |7| = /5 och

D= (&, +2¢)/V5.

Ovningar 1.4-1.7.
Addition och subtraktion av vektorer definieras i Avsnitt 1.2. Vinkeln mellar tva vektorer kan beraknas
med (1.7). Till exempel, om ¥ = &, + 2é, och w = —&, + &, kan vi skriva

W= (8 +26)) (= +8) == b +8,6,-28,6,+28,8,=-1

V=v12+22+0? =5
W=(-1)°+0%+1% =2

gl

<|
=l

Alltsa fas o = arccos(

] = arccos[ \/?:\1@} = arccos[—%)

=

Ovning 1.8.
Skalarprodukten i kartesiska koordinatsystem kan beraknas med (1.6).

Ovning 1.9.
Projektionen av vektorn @ langs riktningen av vektorn b kan beriaknas med (1.9);

Ovning 1.10.
Avstandet mellan tva punkter P och Q som definieras av ortsvektorerna 7 och 7' kan berdknas med
cosinussatsen, Avsnitt (1.4):

L=|(F-7)(T-T)
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Ovning 1.11.
Kryssprodukten kan berdknas med (1.12). Men det ar ofta enklare att anvanda (1.13). Till exempel, om

U =&, + 28, och w = —&, + &, kan vi skriva
V=¢ +26

= Uxw=(6,+26)x(-6,+6,)=
W=-€ +§¢

Ovning 1.12.

Forst maste vi skriva ett uttryck for hastigheten ¥. Notera att riktningen d &r inte normaliserad, sa vi
har v = VJ/|J|. Darefter kan vi berdkna kryssprodukten ¥ X B (se Ovning 1.11) och avslutningvis kan
vi berdkna additionen E + 7 X B.

Ovning 1.13.
Férst maste vi notera att riktningen d &r inte normerad, s& vi har [ = ld/|d|. Sedan kan vi berékna
kryssprodukten I X B (se Ovning 1.11).

Kapitel 2

Ovningar 2.1-2.6

Alla vektorer i vningarna definieras i ett kartesiskt koordinatsystem, dar basvektorerna (&, é,, é,) ar
konstanta (kartesiska basvektorer har overallt samma riktning). Vi kan alltsa derivera och integrera
varje komponent av vektorerna direkt.

Notera att om vektorerna inte definieras i ett kartesiskt koordinatsystem (men exempelvis i ett
cylindriskt eller sfariskt koordinatsystem, se Kapitel 3 och Kapitel 11) kan vi inte derivera och integrera
varje komponent av vektorerna direkt eftersom basvektorerna inte dr konstanta.

Kapitel 3

Ovning 3.1. | ett cylindriskt koordinatsystem ar basvektorn ép en vektor som ligger i xy-planet med
riktning fran z-axeln till punkten. Basvektorn é, ar en vektor som ligger i xy-planet och ar
vinkelrdt mot é,,.

Ovning 3.2. Additionen ép+ é(p utgdr en vanlig addition. For att berdkna ép+ é(p byter vi till ett
kartesiskt koordinatsystem.

Ovning 3.3. | ett cylindriskt koordinatsystem kan varje vektor ¥ skrivas som

V=aé +bé +ce,

p-komponenten ar a, g-komponenten ar b och z-komponenten &ar ¢. S3
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Ovning 3.4.

Ovning 3.5.

Ovning 3.6.

Ovning 3.7.

Ovning 3.8.

Ovning 3.9.

v = (a, b, c).
Vektorn v = é, + 2é, har komponenternaa =1, =0, ¢ = 2. Alltsd: ¥ = (1, 0, 2).

Basvektorerna i ett cylindriskt koordinatsystem &r ortonormerade, sa vi kan berakna
skalarprodukten och kryssprodukten av komponenterna med anvandning av samma
regler som i kartesiska koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3.

For att berdkna langden, ytan och volymen av ett objekt med cylindrisk symmetri kan vi
integrera differentialelementen som definieras i (3.9).

Basvektorerna é, och é,, i ett cylindriskt koordinatsystem &r inte konstanta. Vi kan alltsa
inte automatiskt flytta dem utanfor integralerna som vi gjorde med integraler i kartesiska
koordinatsystem. Forst maste vi underséka om basvektorn ar beroende av integrations-
variabeln. Om dessa ar beroende, uttrycker vi basvektorn med kartesiska basvektorer och
darefter integrerar vi som vi gjorde i 6vningarna i Kapitel 2. Om de ar inte beroende, kan
vi flytta basvektorn utanfér integralen.

| ett sfariskt koordinatsystem ar basvektorn é, en vektor som borjar i punkten och med
riktning fran origo till punkten. Basvektorn &, ar en vektor som ligger i xy-planet och ar
vinkelrdt till é,.. Additionen é,+ €, ar en vanlig addition. Vi kan uttrycka den i ett kartesiskt

koordinatsystem.

| ett sfariskt koordinatsystem ar basvektorn é, en vektor som borjar i punkten och med
riktning fran origo till punkten. Basvektorn é, ar en vektor som &r vinkelrdt mot é,.
Additionen é,+ ég ar en vanlig addition. Notera att i punkten x =0,y =1,z=1och i
punkten x =0, y = -1, z = -1 ligger basvektorerna é,. och &y i yz-planet. Vi kan uttrycka dem
i ett kartesiskt koordinatsystem.

| ett sfariskt koordinatsystem kan varje vektor ¥ skrivas som

V=aé +be,+cé,

Haér ar r-komponenten a, komponenten b och g-komponenten c. Vi kan alltsa skriva ¥ =
(a,b,c).

Vektorn ¥ = ég + 2é, har komponenternaa=2,b=1,c=0. Alltsa: v = (2,1, 0).

Ovning 3.10. Basvektorerna i ett sfiriskt koordinatsystem &r ortonormerade, sd vi kan berdkna

skaldrprodukten och kryssprodukten av deras komponenter med samma regler som for
kartesiska koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3.

Ovning 3.11. Fér att berdkna langden, ytan och volymen av ett objekt med sfirisk symmetri kan vi

integrera differentialelementen som definieras i (3.15).

Ovning 3.12. Basvektorerna i ett sfariskt koordinatsystem &r inte konstanta. Vi kan alltsa inte flytta

dem utanfor integralerna som vi gjorde for integralerna i kartesiska koordinatsystem.
Forst maste vi kontrollera om basvektorn dr beroende av integrationsvariabeln. Om dessa
ar beroende maste vi uttrycka basvektorn med kartesiska basvektorer och sedan kan vi
integrera som vi gjorde i dvningarna i Kapitel 2. Om de ar inte beroende kan vi flytta
basvektorn utanfor integralen.

Ledtradar till dvninguppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © forfattarna och Liber AB 3



Ovning 3.13. Vi kan uttrycka basvektorn é, med kartesiska basvektorer.

Ovning 3.14. Skaldrprodukten av en vektor med é,, é, eller &, &r x-, y- eller z-komponenten av

vektorn. For att berdkna kryssprodukten kan vi uttrycka basvektorerna é, och é, med
kartesiska basvektorer.

Ovning 3.15. Skalarprodukten av en vektor med é,, é, eller &, ar x-, y- eller z-komponenten av

vektorn.

Kapitel 4

Ovning 4.1.

For att rita ett skalarfalt ¢ maste vi berdkna nyvaytor (i 3D) eller nyvakurvor (i 2D) som
definieras med uttrycket ¢ = c.

Ovning 4.2. For att rita ett vektorfilt ¥ maste vi berikna absolutvirdet och riktningen av filtet i varje

Ovning 4.3.

Ovning 4.4.

punkt.

(i) Den storsta faltvariationen ges av absolutvirdet av gradienten. Riktningen av
gradienten ar riktningen i vilken faltet 6kar snabbast. (ii) Faltvariationen langs riktningen 71
ar riktningsderivatan d¢/ds = grad¢ - i (se Avsnitt 4.3). Notera att 71 &r normaliserad.
(iii) Vi kan berdkna vinkeln med (1.7).

Laddningen ska réra sig langs riktningen av kraften F = gE, alltsd langs riktningen av
elektriska filtet. Darfor maste vi berdkna gradienten av elektrostatiska potentialen, F =
—qgradV. En positiv laddning ska rora sig i riktningen av stérsta minskningen av
elektrostatiska potentialen. Notera att potentialen dr VV = 1/r, men vi vet inte hur man
kan berdkna gradienten i ett sfariskt koordinatsystem (see Avsnitt 10.7 och Avsnitt 10.9).
Vi maste alltsa uttrycka r i ett kartesiskt koordinatsystem, se (3.18).

Ovning 4.5. Vi ska berikna riktningsderivatan for skalérfiltet 4. Riktningsderivatan dh/ds = gradh - i

, L N s s o s dh o
ar variationen av skalarfdltet % i riktningen 7. Sa vi soker 7 for att ha ol gradh-i =

—1/~/2. Riktningen ska vara motsatt gradienten (skalarfiltet avtar d& snabbast).

Ovning 4.6. Vi berdknar normalen med hjilp av Sats 4.2; grad¢ ar i punkten P vinkelrdt mot nivaytan

Ovning 4.7.

@ = c som passerar genom P. Betrakta faltet

¢ =x*+y?—7 (notera att ¢ = 0 ger ekvationen av ytan).

(@) Viberdknar normalen med hjalp av Sats 4.2; gradg ar i punkten P vinkelrdt mot nivdytan ¢=

¢ som passerar genom P.

(b) Punkter med ortsvektor 7 i tangentplanet genom en punkt 7, pa ytan kan konstrueras med

hjalp av vektorer i tangentplanet som ar vinkelrdta emot 7.
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Kapitel 5

Ovning 5.1. Anvind Sats 5.1: ett kontinuerligt deriverbart vektorfalt A kan ha en skaldrpotential endast

Ovning 5.2.

om det uppfyller (5.3). Vi maste alltsa verifiera villkoret (5.3). | 6vningarna (e) och (f)
anvander vi (3.18) och (3.19) for att skriva faltet i ett kartesiskt koordinatsystem.

Forst kan vi anvianda resultaten fran Ovning 5.1. Om inte villkoret (5.3) &r uppfyllt, s kan
skalarfaltet inte ha en potential. Om villkoret (5.3) géller, har vi tva alternativ for att
berdkna potentialen: (1) Vi kan gissa potentialen ¢ och sedan verifiera att ¥ = gradg. (2)
Vi anvander metoden som beskrivs i Avsnitt 5.2. Notera att vi vet inte an hur gradienten
berdknas i ett sfariskt koordinatsystem. Sa i 6vningarna (e) och (f) maste vi anvanda (3.18)
och (3.19) for att skriva falten i ett kartesiskt koordinatsystem.

Kapitel 6

Ovningar 6.1-6.5. Om ekvationer har en uppenbar symmetri, till exempel cylindrisk eller sfarisk

symmetri, kan vi anvanda cylindriska eller sfariska koordinater. Om det finns ett uttryck
som exempelvis x% + z2, kan vi anvdnda parameteriseringen x = cosg, z = sing. Om
ekvationer har inte en sjalvklar symmetri, kan vi forséka med enkla val som x = u och
sedan uttrycker vi y och z som funktioner av u med hjalp av ekvationerna som definierar
kurvan.

Ovning 6.6-6.9. For att berdkna linjeintegralen kan vi anvinda (6.11);

[A-dr = [ A(r(e)) 2 ) g do

Vi behover dérefter berdkna parametriseringen 7(¢) av kurvan och sedan derivatan
dr(e)/de.

Ovning 6.10. Kurvan &r inte specifierad. Men vi kan berikna potentialen ¢ av filtet E och anvinda

Sats 6.4:

W= qj E-dF =qg(F(u,)) - ¢ (T (u,))

For att berdkna potentialen kan vi anvinda samma metorder som i Ovningarna 5.2(e) och
5.2(f). Men forst skriver vi faltet i kartesiska koordinater med (3.1), (3.5) och far cosgp =

x/p =x/[x*+y? sing =y/p =y/\/x* + y>.

Ovning 6.11 och 6.12

Vektorfaltet har en potential, sa linjeintegralen ar oberoende av banan och kan vi anvanda Sats 6.4.
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Kapitel 7

Ovningar 7.1-7.3.

Om ekvationer har en uppenbar symmetri, till exempel cylindrisk eller sfarisk symmetri, kan vi anvdanda
cylindriska eller sfiriska koordinater. Om vi exempelvis har ytan y = x? + z2, kan vi anvdnda en
parametrisering som x = pcosg, = psing och sedan berdkna y fran ekvationeny = x2 + z2 = p2.
Om det finns inte en uppenbar symmetri kan vi férséka med enklare val som x = u och y = v och
sedan berakna z fran ekvationen.

Vi maste ocksa finna parametervariationen.

Ovningar 7.4-7.8.
Ytintegralerna kan beraknas med (7.13),

or
”A dS = I j (F(u,v))- —><— dud
ou
Forst maste vi berdkna parametriseringen av ytan, ¥ = 7(u,v), och sedan berdkna normalen 11 =
07 /0du X 07 /0v. Vi maste ocksa verifiera att normalen 1 = 97 /du X d7/dv ar i samma riktning som
ytans normal. Om den ar i motsatt riktning, integrerar vi 6ver ytan —S.

Sedan maste vi uttrycka vektorfiltet med hjdlp av parametriseringen och slutligen berdkna
skaldarprodukten. Vi landar i en standardintegral i variablerna u och v.

Notera att om ytan &r en cylinder eller en sfir, kan vi skriva S med hjalp av dS = dS#, skriva dS med
(3.9) eller (3.15) och anvanda metoden vi har beskrivit i Appendix.

Ovning 7.9.

Forst kan vi notera att pa grund av symmetri, sa lange som S har en normal parallell med faltet och sa
lange som det har avstandet L fran origo, kan vi flytta ytan utan att andra vardet av flodet. Det &r vart
att notera att ytan ar vinkelrdt mot z-axeln (se Figur 19). Pa sa satt kan vi anvdnda variablerna i ett
sfariskt koordinatsystem pa ett mycket enklare satt.

Da kan vi uttrycka avstandet fran en punkt pa ytan till origo med hjalp av problemets geometri.
Slutligen kan vi anvanda en av de metoder som beskrivits foér dvningarna 7.4-7.7.

Ovning 7.10.

Berdkning av area ar ett exempel av integral (7.20), se Exempel 7.3. Sa vi behover berdkna

ar ar —|dudv = A:Ha—rxa—rdudv
au EY s lou

A= jjds med dS = ~

Forst maste vi berdkna en parametrisering av ytan och sedan berdkna normalen nn = 97 /du X 07 /dv.
Sista steget av integrationen &r svarare; dar anvands exempelvis en formelsamling med integraler.
Man kan ocksa se en I6sning genom att faktorisera rotuttrycket.
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Ovning 7.11.

Vi behoéver berdakna

- = — or or
”Ade =jjA(u,v)>< Z 2 |dudv
S S ou ov
som ar ett exempel pa integralen (7.23).
Forst maste vi berdkna en parametrisering av ytan och sedan berdkna normalen i = 97 /du X 07 /dv

or arj

och slutligen kryssprodukten A(U,V) x| —x—
(u,v) Pyisy

Notera att ytan &r en cylinder med radie 1. Vi har alltsa p = 1 nér vi anvander cylinderkoordinater. For
att parametrisera i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi anvdnda ortsvektorn ¥ = pé, + z&, (se (3.8))
men vi maste uttrycka p och z sa att ortsvektorn alltid pekar pa en punkt pa ytan av cylindern.

Ovning 7.12.

Kraften fran vattentrycket ar F = — ffs pdS, se Exempel (7.4). Vi férsummar ytans massa sa kraften F,

for att hélla ytan strax under vatten ar Fy = —F = [[. pdS, dar S utgor hela ytan. Integralen &r
F,=-F= J'J'(—pmgz)ds = —pmgj'_[ zdS
S S
Detta ar ett exempel pa integralen (7.21).
Ovning 7.13.

Vi ska berdkna flodet genom en halvsfar med radie R. Vi studerar nedre halvsfaren for vilken det galler
0:m/2 — 1. Notera att pa ytan har vir = R. Vi kan berdkna integralen med en metod som liknar den i
Kapitel 3. Vi kan skriva dS = AidS, notera att i = é,. och uttrycka dS med (3.15).

Kapitel 8.

Ovning 8.1.
Vi kan berakna divergensen med (8.3):
— 0.
divA= A, + A +6AZ
ox oy oz

dar Ay, Ay, A, dr kartesiska komponenter av vektorfaltet A. Se Ovning 1.1 for kartesiska komponenter
av ett vektorfalt. Vi noterar att (8.3) bara fungerar i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill anvdnda ett
annat koordinatsystem, maste vi studera Kapitel 10. S3 om ett vektorfalt ar givet i sfariskt eller
cylindriskt koordinatsystem maste vi byta koordinatsystemet till kartesiskt med anvandning av (3.4),
(3.5), (3.11) och (3.13).
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Ovning 8.2.

Det finns tva villkor som maste uppfyllas for att anvdnda Gauss’ sats: (1) ytan maste vara sluten (2)
vektorfaltet maste vara kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan. Vi maste alltsa verifiera att
dessa villkor uppfylls.

Ovningar 8.3-8.9.
Férst maste vi undersdka om kan vi anvanda Gauss’ sats (se Ovning 8.2). Om vi inte kan det maste
flodet berdknas som i Kapitel 7. Om kan vi anvanda Gauss’ sats far vi

pA-dS = [[[ divAdv
S \
Forst berdknar vi divergensen och sedan kan vi berdkna volymsintegralen.

Ovning 8.10.

Vi kan inte anvanda Gauss’ sats direkt darfor att ytan inte ar sluten. Men vi kan sluta ytan genom att
infora ytterligare en yta S*. P4 den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats anvadndas. Vi behover sedan
subtrahera flodet genom ytan S*. Berdkningen blir

”RdST:”K-d§+gﬂ-ds——gﬂ-d§: g[:ﬁ/S-ds‘—”Z\-ds‘zjydiv/de—Q/S-dsT

S S S+S* S*
Ovning 8.11.

Med Gauss’ sats fas
cﬂ} A-dS = J‘”divﬂdv = ”I(3x2 +2xy + 22+ X )dV
S \% \%

Symmetri ger att integralerna 6ver termerna 2xy och 2z ger bidragen 0.
Ovning 8.12.

Det ar komplicerat att berdkna flodet direkt genom S;. Ytorna S;, S, ar inte slutna, sa vi kan inte
anvanda Gauss’ sats direkt. Men ytan S = §; — S, ar sluten. Forst berdknar vi flédet genom S med
Gauss’ sats och sedan flodet genom S,. Fran dessa kan vi berdkna flédet genom S;.

Kapitel 9

Ovning 9.1.
Vi kan berakna rotationen med (9.3);

:E%_%]é +(%_%jé +[%_%jé
oy oz )" \ez ox)? (ox oy )°

>;> ;‘3|Q)>£D’
> Qo™
> R|> ™
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dar Ay, Ay, A, ar kartesiska komponenterna av vektorfaltet A (se Ovning 1.1). Vi noterar att (9.3)

fungerar bara i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill anvdnda ett annat koordinatsystem maste vi
studera Kapitel 10.

Ovning 9.2.
Det finns tva villkor som maste uppfyllas for att anvanda Stokes’ sats: (1) kurvan maste vara sluten (2)
vektorfaltet maste vara kontinuerligt deriverbart pa ytan vars rand utgér kurvan.

Ovningar 9.3-9.7

Férst maste vi verifiera om vi kan anvidnda Stokes’ sats (se Ovning 9.2). Om ej maste cirkulationen
berdaknas som i Kapitel 6. Om Stokes’ sats kan anvdndas fas

cﬁﬂ-dT:”rotﬂ-dS_
L S

Valet av ytan S ar mycket viktigt. Ett smart val kan vasentligt férenkla l6sningen. Om kurvan ligger i ett
plan &r det enklaste valet att vdlja ytan pa det plan som har rand pa kurvan. | andra fall ar mer
komplicerade val faktiskt battre val (se till exempel Ovning 9.6). | detta fall ligger filtets rotation ldngs
z-axeln, sa det &r lattare om man véljer ytor med normal parallell eller vinkelrdat mot z-axeln. Pa sa satt
forenklas berdkningen av floédet.

Ovning 9.8
Vektorfaltet A ar konservativt om rotA = 0.
Ovning 9.9.

Eftersom L &r okand kan integralen inte berdknas direkt. Vi kan inte heller anvanda Stokes sats direkt
eftersom L ar en 6ppen kurva. Men vi kan betrakta den slutna kurva Ly som bestar av L och linjen L,
fran punkten Q till punkten P (notera att L gar fran P till O, sa L, gar fran Q till P sa att L ar sluten).

Ovning 9.10.

Randkurvan till ytan &r L, + L+ L, — L', se Figur 113. Notera att L, och L, &r motsatt orienterade.
Med Stokes’ sats fas

”rothS‘: 4> Rdr:cﬁﬂdmgﬂ-dm@Rdﬁgﬂ-dr:
s L L L

L+L'+L,-L

Den forsta integralen utfors langs L4, en cirkel med radie a i xy-planet. Vi har darférr =a, 0 = 0, =
m/2,dr = adpé, med ¢:0 — 2. Den andra integralen utfors ldngs L,, en cirkel med radie a parallell

med xy-planet. Vi har r = a sinq, 6 = a, d7 = a sinad@é, med ¢: 2w - 0.
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Ovning 9.11.

Det kan vara komplicerat att berakna integralen direkt, men om vi berdknar rotationen fas
rotA=0

Darfor har, enligt Sats (9.3), vektorféltet en potential. Linjeintegralen &r alltsd oberoende av vagen och
vi kan ta den enklaste kurvan fran kurvans startpunkt till dess andpunkt.

Kapitel 10

Ovning 10.1.
Vi kan anvanda (10.43) for att berdkna gradienten

%, 108, 30,

gradg = , +

op ’ pa(p 0z
Med anvandning av detta uttryck blir gradienten automatiskt formulerad i ett cylindriskt
koordinatsystem.

Ovning 10.2.
Vi kan anvanda (10.44) for att berdkna divergensen
_ 10 pA 10A o
divA=— ( ) ——2+ A :
p Op p op 01
Notera att vektorfiltet A ska definieras i ett cylindriskt koordinatsystem eftersom Ay, Ay och A, ar

komponenterna av vektorn i ett cylindriskt koordinatsystem. For att bestamma komponenterna se
Ovning 3.3.

Ovning 10.3.
Vi kan anvanda (10.45) for att berdkna rotationen
~ (16A O A, 3 10pA 10A).
rotA = _i_& p AZ + _h___p ez
pop 0Oz o 8p p Op p Op
Notera att vektorfiltet A ska definieras i ett cylindriskt koordinatsystem eftersom Ay, Ay och A, ar

komponenterna av vektorn i ett cylindriskt koordinatsystem. For att bestdmma komponenterna se
Ovning 3.3.

Ovning 10.4.
Vi kan anvanda (10.61) for att berdkna gradienten

grad¢——f +l% )+ 1 a¢

rod "’ rsing 8(0

Notera att gradienten darmed ar uttryckt i ett sfariskt koordinatsystem.
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Ovning 10.5.
Vi kan anvanda (10.62) for att berdkna divergensen

_10(r d(sin@ A
divA=i2 ( A)+ 1 (Sm AH)+ 1 2
r- or rsin@ 06 rsin@ op

Notera att vektorfiltet A ska definieras i ett sfariskt koordinatsystem eftersom A,, Ag och Ay ar

komponenterna av vektorn i ett sfariskt koordinatsystem. For att bestimma komponenterna se Ovning
3.9.

Ovning 10.6.
Vi kan anvadnda (10.63) for att berdkna rotationen

i L [O6in0A) oa ). 1f 1 oA O(rA) é+1(6(r%)_%}§w

rsind| 06 o9 | " rlsindop or |7 r| or 00

Notera att vektorfiltet A ska definieras i ett sfariskt koordinatsystem eftersom A,, Ay och Ay ar

komponenterna av vektorn i ett sfariskt koordinatsystem. For att bestimma komponenterna se Ovning
3.9.

Ovning 10.7.

Ett vektorfilt A &r konservativt om dess rotation ar noll; rotA = 0. Se Avsnitt 10.4.

Om det &r konservativt finns det en potential ¢, for vilken vi kan skriva grad¢ = A. Vi kan berdkna
potentialen med metoden vi har diskuterat i Kapitel 5 (se Ovning 5.2).

Notera att vi maste uttrycka gradienten i faltets koordinatsystem, alltsd med (10.43) for ett cylindriskt
eller (10.61) for ett sfariskt koordinatsystem.

Ovning 10.8.

Ett vektorfalt A har en skaldr potential om det ar konservativt, se Avsnitt 9.4. Vi maste alltsa undersoka
omrotA = 0.

Notera att vi maste uttrycka rotationen i faltets koordinatsystem, alltsa med (10.45) for ett cylindriskt
eller (10.63) for ett sfariskt koordinatsystem.

Notera att derivatorna av funktionen f &r noll om funktionen inte beror pa deriveringsvariabeln. Till
exempel, om vi har f=f (r), sa géller df /06 =0 och df /0 =0.

Ovning 10.9.

Rikningsderivatan definieras i Kapitel 4, (4.5) som

a4 =grad¢-vV med

ds

Notera att filtet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi kan anvdnda (10.61) for att berdkna
gradienten. FOr att berdkna vinkeln kan vi anvanda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4.
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Ovning 10.10.

(a) Temperaturen definieras med cylinderkoordinater sa vi kan berakna gradienten med (10.43).
(b) Den storsta temperaturvariationen ges av absolutvardet av gradienten.
(c) Temperaturen okar snabbast i gradientens riktning.

(d) Darfér att om vi maste befinna oss i planet z = 0, maste vi ha 9, = aé, + bé,. For att fa
temperaturdndringen som 1 ldngs V; maste vi ha

VT|, v, =1

For att berdkna vinkeln kan vi anvanda metoder vi diskuterade | Avsnitt 1.4.

Ovning 10.11.

Vi ska berdkna flédet genom en sfar. Ytan ar sluten och faltet ar kontinuerligt deriverbart. Sa vi kan
anvanda Gauss’ sats, se Avsnitt 8.3;

g‘?v-ds_:j\ﬂdiv(v)dv

Vektorfaltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem sa vi kan berakna divergensen med (10.62):

..y 10 1 0 ,. 1 0
d|v(v):—28—(r2vr)+ rsineﬁ(sm o, )+ rsin&%(vg")'

Ovning 10.12.

Ett vektorfalt ar konservativt om dess rotation ar noll. Faltet definieras i ett cylindriskt
koordinatsystem, sa vi kan berakna rotationen med (10.63).

Faltet ar konservativt, s det finns en potential ¢ for vilken det géller att E = gradd. Vi kan allts3
berdkna linjeintegralen med potentialen (se Sats 6.4) enligt

[E-dr =¢(F)-4(7.)

For att berdkna potentialen, kan vi anvdnda samma metod som i 6vningarna 10.7 och 5.2. Eftersom
faltet uttrycks i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi skriva gradienten med hjélp av (10.43).

Ovning 10.13.

En vektorfilt ¥ har en vektorpotential A om div(#) = 0, se Sats 9.4;

div(V)=0 < V=rotA
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Kapitel 11

Ovning 11.1.
Vi anvdnder definitionen av gradienten, divergensen och rotationen. Se (11.9), (11.10) och (11.11).

Ovning 11.2.
(a) Vianvander nablarikning och noterarattin X1 = 0
(b) Vianvander nablardkning och vektoralgebra for att flytta faltet med punkt under till héger om

(
(

nablasymbolen

ol
Q|
ol
~
|
ol
—~
Q|
o
~

(c) Vianvander nablarakning och sedan bac-cab regeln; éx(t_)xﬁ) =

ol
|
ol
~
|
ol
—~
|
o
~—
3
[0}
S

(d) Vianvander nablarakning och sedan bac-cab regeln; ﬁx(t_)xf) =

formen 6(§~5)=5(§~6)—§x(6x6).

Ovning 11.3.
Notera forst att @ och b &r konstanta vektorer. Derivatorna av @ och b ar alltsa noll.
Notera ocksa att 7 ar ortsvektorn som i sfariska koordinater kan skrivas ¥ = ré, med r som avstandet
fran en punkt till origo. Har beror inte r av 6 och ¢, sa derivator av r med avseende pa 6 och ¢ &r noll.
(a) Vikan anvidnda (10.61)
(b) Vikan anvanda (11.26). Och (10.63) for att berdkna V X 7
(c) Vikan anvinda (11.22), Ovning 11.3(a) och Ovning 10.5(b)
(d) Vikan anvidnda (11.24)
(e) Vikan anvinda (11.24) och (11.25) samt resultat frdn Ovningarna 11.3(b), 10.5(b))
(f) Vikan anvinda (11.23) och resultat frdn Ovning 11.3(a)
(g) Vikan anvinda bac-cab regeln, (11.23) och resultat frdn Ovning 11.3(b)
(h) Vianvénder (11.18) och noterar att v = (x, y, z).

Ovning 11.4.

Vi vill att vektorn A blir parallell med ortsvektorn 7. Vi maste allts3 berdkna k s att A x ¥ = 0. Forst
kan vi anvanda (11.23) for att forenkla A och (10.61) for att berdkna gradienten av r*. Med (11.25) kan
vi berdkna rotationenav 7 X C.

Ovning 11.5.
Vi borjar med att notera att vi kan skriva integranden med hjalp av bac-cab-regeln;

T x(Bxdr)=B(F-dr)—(B-T)dr
Vi kan dessvarre inte anvanda Stokes’ sats dnnu, eftersom integranden inte ar av typen v - dr. Men vi

kan anvanda i-komponenten for att erhalla en integrand med ratt form for Stokes’ sats.
Anvand

Vx(gA)=(Vg)x A+gVx A

och Ovning 11.3(b).
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Ovning 11.6.
Elektriska faltet E har den skaldra potentialen ®, och det magnetiska filtet B har vektorpotentialen A.
Sa vi kan skriva

E=VOD
B=VxA

(a). () = ®, = konstant. Med hjilp av (11.22) och Gauss’ sats kan vi f& en volymsintegral fér B.
Sedan kan vi anvanda att B = V X A och (11.16).

(b). E &r parallell med normalen 7 éverallt pd S. S& vi kan skriva E X dS = 0 p& ytan S. Anvand (11.24),
Gauss’ sats och E = V& med (11.15) for att fa en integral dver E X dS.

(c). B ar vinkelrat mot 7 6verallt pd S. S3 vi kan skriva B - dS = 0 pa ytan S. Med hjilp av (11.22) och
Gauss’sats fas en integral av B - dS.

Ovning 11.7.
(a) Anvand nablarakning och bac-cab regeln.
(b) Berdkna direkt i kartesiska koordinater.

Ovning 11.8.
Vi anvander nablarakning och (11.23) flera ganger. En boérjan ar

skalar vektor

vektor

— \[(iT = skalar
o 01 Chila ) I e S e
r rr— -~ 7
vektor
skalar skalar

Ovning 11.9.

For att A ska vara en vektorpotential fér B, maste vi ha B, = V X A. Berikna alltsd rotationen med
nablarakning.

Ovning 11.10.

Vi kan inte anvdanda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte ar sluten. Men ytan kan slutas med hjalp av
att vi infér en ny yta S*;

z=0
S*:{x*+y*<R?
fi=—6

Pa den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats anvdndas. Darefetr subtraheras flodet som berdknats pa S*.
Formellt blir detta A =V®x V¥ , dar vi har

”Rds_=Ljﬂ-d§+ﬂﬂ-ds——gﬂ-d§=<j;f>ﬂ-d8_—gﬂ-ds_

S S+8*
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Darefter tillampas Gauss’ sats och divergensen berdknas med hjalp av nablardkning. Integralen l6ses
enkelt med parametriseringen

X = pCosS ¢
y=psing
p:0>R

9:0-> 27
dS = pd pde

Ovning 11.11.

Gauss’ sats kan tillampas eftersom singulariteten i origo ligger utanfor ytan. S8 med hjalp av Gauss’
sats (8.4) kan vi skriva

fpA-dS = [[[v-Adv
S \Y

Forst maste divergensen beraknas med hjalp av (11.22). Notera att kan vi skriva
V[# =20V

Ovning 11.12.

Vi borjar med (11.24):

V-E\(T):V- (ﬁxF)x(ExF)

vektor vektor

som ger oss tva rotationer. Dessa kan berdknas med (11.25) och med anvandning av att @ och b &r
konstanta vektorer (vars derivator ger noll).

Ovning 11.13.

Vi kan anvanda Stokes’ sats

Cf)(ﬂx?)-dT:ng(_xT)-dS_

c

Forst berdknas rotationen varefter hjalp tas fran Ovning 11.12. Men notera att A ar inte en konstant
vektor, sa derivatorna ar inte noll; (F-V) A och F(V . A) maste berdknas. Detta goérs genom direkt

rakning.
Ovning 11.14.

Vi ska berdkna Vx(FxV@)+V (T -V¢). Vibodrjar med den forsta termen och anvénder (11.25).

Notera att (ﬁ-V)F =a . For den andra termen kan vi anvdnda (11.26).
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Ovning 11.15.

Vi kan berakna de tva filten med (11.18).
(Av)
(B-v)
Dessa ska vara ortogonala, det vill saga

(R)8){(8-v)A)=0

Om vi betraktar punkten P: (1,2,3), blir ekvationen ovan ganska enkel. Vi far —3b® +5b—2=0.

Kapitel 12-13

Ovning 12.1. Vi anvinder

> W

E-E:ajbj

Ovning 12.2.

Forst skrivs uttrycket med indexnotation. Darefter anvdnds (12.17) och (12.19):
EijkEiam = 5i|5jm _é‘imé‘jl
é‘ilbl = bi

Ovning 12.3. Anvind (12.17) och (12.19):
Ovning 12.4. Anvind (12.17), (12.19), (12.20) och (12.21)
Ovning 12.5. Anviand (12.17), (12.19), (12.20) och (12.21)

Ovning 12.6.
Detta ar en avancerad 6vning som innehaller allt vi har lart oss i detta kapitel.
Forst behover vi uttrycka integrandenTX(TXdT) med hjalp av indexnotation varefter vi anvander
(12.17) och (12.19):
EijkEiam = 5iI5jm _é‘imé‘jl
Sk =b,
forattfa [ Fx(Fxdr)] =gk dr, —rdr
Darefter kan Stokes’ sats anvandas for att transformera cirkulationen till en flodesintegral. Med
indexnotation kan Stokes’ sats skrivas som
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gSAjolrj =”gjk,p,,kdsj
L S

Eftersom integranden ar en vektor, anvander vi satsen fér en i-komponent i taget.
I 16sningen behéver vi anvénda ocksa I, ; =J; och I, =€ -V =¢V,.
Problemet l6ses med fordel med hjalp av integralsatser; se Ovning 15.7.

Kapitel 14

Ovning 14.1.
Anvand (14.3).
(a) Anvind (14.3) med ¢ = x2.
(b) Anvind (14.3) med ¢ = x? + y? + z?
(c) Anvind (14.3) med ¢ = 1/y?
(d) Anvand (14.3) med ¢ = x2y?z2

Ovning 14.2.
(a) Anvand (14.4) med ¢ = p?
(b) Anvand (14.4)med ¢ =1/p
(c) Anvand (14.4) med ¢ = psing
(d) Anvind (14.4) med ¢ = p?cos?g + z2

Ovning 14.3.
(a) Anvind (14.5) med ¢ = 12
(b) Anvind (14.5) med ¢ = rsin®fcosg
(c) Anvind (14.5) med ¢p = 1/12

Ovning 14.4.

Anvand (14.12); V2 A=V (V-A)-Vx(VxA).

Vi behover alltsa berdakna gradienten, divergensen och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem
med (10.43), (10.44) och (10.45). Vi kan ocksa utnyttja 6vningarna 10.1, 10.2 och 10.3.

Ovning 14.5.
Anvand (14.12); V%&:V(V- K)—Vx(Vx ,&).

Vi behover alltsa berakna gradienten, divergensen och rotationen i ett sfariskt koordinatsystem med
(10.61), (10.62) och (10.63). Vi kan ocksa utnyttja 6vningarna 10.4, 10.5 och 10.6.

Ovning 14.6.
Direkt berdakning kan anvandas. Forst beraknas tidsderivatan av andra ordningen. Darefter anvands
den vektoriella Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11). Notera att faltet endast har en z-

komponent, sa vi behdver endast berdkna (VZEZ )éz , eftersom 6vriga termer &r noll.
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Ovning 14.7.

Direkt berdkning kan anvandas. Forst berdknas tidsderivatan av andra ordningen. Darefter anvands
den vektoriella Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11). Uttrycket Byé kan skrivas som
Byoé = Boxéx + Byyé, + By, €,, sa x-komponenten av B &r B, = By,cos(k -7 — wt). Darefter
beriknar vi x-komponenten associerad med den vektoriella Laplaceoperatorn. Ovriga komponenter
behandlas p& motsvarande sitt. Notera att k dr en konstant vektor, sd att k- 7 = k,x + kyy +k,z.

Vidare géller att |l§|2 =ki+k;+kZ

Ovning 14.8.
Anvand (14.12);

VPA=V(V-A)-Vx(VxA)
och berdkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med (10.43)-
(10.45).

Ovning 14.9.
Anvind (14.12);

VEA=V(V-A)-Vx(VxA)
och berdkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med (10.43)-
(10.45).

Kapitel 15

Ovning 15.1.
Vikan anvénda Sats 15.1; ¢ ¢dS = [[f, Vopav.

Integralen fffv dV =V, som utgdér volymen av elipsoiden, séks. Anvand att basvektorerna i ett

kartesiskt koordinatsystem &r konstanta, sa de kan flyttas utanfor integraltecknet.

Ovning 15.2.
Vikan anvénda Sats 15.2; . dS x A = [, dVV x A. Vi far

ﬁ)ﬂxds_z—ﬂ)ds_x,&:—‘m‘Vx AdV
S S \
Berikna sedan rotationen av vektorfiltet A = &, (i ett sfariskt koordinatsystem) med (10.63).

Ovning 15.3.
Vikan anvénda Sats 15.2; . dS x A = [ff, dVV x A. Vi far

ﬁ)ﬂxds_z—c_g)ds_xﬂz—‘m‘Vx AdV
S S \
Berakna sedan rotationen av vektorfiltet A = a)pé(p(i ett cylindriskt koordinatsystem) med (10.45). Vi

sOker integralen fffV dV som utgdér volymen av sfdren. Anvand att basvektorerna i ett kartesiskt

koordinatsystem ar konstanta, sa de kan flyttas utanfor integraltecknet.
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Ovning 15.4.

Vi kan anvanda Sats 15.3; §, ¢dr = [[.dS X V¢.

Notera att kurvan dr orienterad sd att normalen till S &r —é,,. Darmed fas ds = —&,dS. Vidare kan vi
utnyttja det faktum att basvektorerna i ett kartesiskt koordinatsystem ar konstanta, sa de kan flyttas
utanfor integraltecknet.

Ovning 15.5.

Vikan anvénda Sats 16.4; § d7 x A = [[.dS x V x A.

Rotationen av vektorfiltet A = —wzé,, + wyé, kan berdknas med (9.3). Normalen till ytan &r —é, och
arean av ellipsen ar wab. Darfér f3s dS = —é,dS.

Notera att att basvektorerna i ett kartesiskt koordinatsystem ar konstanta, sa de kan flyttas utanfor
integraltecknet.

Ovning 15.6.
Vi anvander en av Gauss’ universalintegralsatser som lyder

ijV‘PdV=<§>‘Pd§

Men forst maste vi bilda
V(Ag):(§V)A+(,&V)|§+ EX(VX/&)-F /&X(VX E)
och anvinda att A = V® for att skriva

V(A-T)=(T-V)A+(A-V)F

Ovning 15.7.

Vi kan borja med bac-cab regeln, se (1.14), for att skriva integranden som summan av skaldrprodukter.
Vi far tva termer. P4 den ena termen kan vi anvdnda Sats (15.3). Fér den andra termen kan vi
skalarmultiplicera integralen med é; och notera att é; - 7 dr en skaldr och att (é; - )7 ar en vektor.
Darefter anvands den ”“vanliga” Stokes’ sats.

Ovning 15.8.

Ytan &r sluten men vi kan inte anvdanda den vanliga Gauss’ sats (8.4) eftersom vi ser en kryssprodukt,
inte en skaldrprodukt mellan integranden och dS. Men vi kan anvidnda Gauss’ generaliserade sats
(15.2); §p.dS x A = [[f, dVV x A. Notera att vi méste byta tecken;

#;Axdh—jvffvmazv
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Ovning 15.9.

Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt. Till att borja med hanterar vi i-komponenten av integralen
genom att skalarmultiplicera med é; och darefter anvanda Stokes’ sats. Med nablardkning och
trippelprodukten fas att

(ﬁﬁxT(B-dF):”(ﬁx( 5xﬁ))d5
L S

For normalen till nivaytan kan Sats 4.2 anvandas;
n=V¢=V(CT-T)=C

Kapitel 16.

Ovning 16.1.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom féltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som

ligger innanfor ytan S). Och vi kan inte direkt anvinda (16.5) eftersom filtet inte ser ut som (1/72)é,.
Men vi kan skriva integranden som summan av tva termer;

rr+1, 1

€ =ré +=

rz ' r

Pa den forsta termen kan vi tillampa Gauss’ sats, och pa den andra termen kan vi tillaimpa (16.5).

él’

Notera att ellipsoidens volym arV = %nabc.

Ovning 16.2.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innanfér ytan S). Vi kan inte heller anvinda (16.5) eftersom filtet inte ser ut som (1/72)é,. Vi
kunde forsoka att berdkna flodet direkt, genom att parametrisera ytan, men ytan ar en ellipsoid vilket
skulle ge komplicerade integraler.

Men vi kan anvdnda en teknik som liknar den som anvandes vid beviset av (16.5). Betrakta volymen V
innanfor ytan S och en liten sfar S, med centrum i origo, radie € och volymen V; (se Figur 112). Darefter
delar vi upp integralen i tva delar. Pa den ena delen kan vi tillampa Gauss’ sats, och for den andra kan
vi berakna flodet direkt (S, ar en sfér, sa integralen ar inte komplicerad).

Ovning 16.3.

Vi kan inte anvdanda Gauss’ sats direkt eftersom féltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innan ytan S). Vi kan inte heller anvinda (16.5) eftersom filtet inte ser ut som (1/72)é,.. Men vi
kan skriva integralen som summan av tva termer. Pa den forsta termen kan vi tillimpa Gauss’ sats; den
andra termen hanteras med (16.5).

Notera att volymen &r en cylinder, men faltet ar definierat i ett sfariskt koordinatsystem. Anvand att
rsind = p.

Ovning 16.4.
Det forsta steget ar att uttrycka vektorfaltet med hjélp av basvektorerna. Eftersom p = pyé, och ¥ =
ré, har vi

P-T=p,E, ré, =p,re, - € =p,rcosd
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Ytan &r en halvsfir, s &, uttrycks enklast med sfiriska basvektorer. Notera att dS = R?sin8d0d¢é,..

Ovning 16.5.

Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart pa z-axeln och
kurvan omger z-axeln. Och vi kan inte anvanda Sats (16.28) direkt eftersom faltet inte ser ut som
(1/p)é,. Men vi kan skriva integralen som summan av tva termer. P& den forsta termen kan vi
tillampa Stokes’ sats, pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.28).

Notera att orienteringen av L i punkten x = a, y = 0, z = 0 d —é,,. Kurvan genomldps i negativa é,-
riktningen och darfér ar N =-1i (16.28).

Ovning 16.6.
Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart langs z-axeln
och kurvan omger z-axeln. Och vi kan inte anvanda (16.5) direkt eftersom féltet inte ser ut som
(1/p)é(p. Vi kunde forsoka berakna cirkulationen direkt, med parametrisering av kurvan, men kurvan
ar en ellips, vilket skulle resultera i komplicerade integraler.
Men vi kan skriva integralen som summan av tva termer. P den forsta termen kan vi tillampa Stokes’
sats, pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.28):

A P>+l

o

Notera att i punkten x = 0, y = 1, z = 0 har L tangentvektorn &,. Kurvan genomlops i negativa -
riktningen och darfér ar N =-1i (16.28).

1
A 24 _ A 2A LA
e, +p€ =p +p ep+pe¢

Ovning 16.7.

Vi kan inte anvanda Gauss’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart langs z-axeln.
Och vi kan inte anvdnda (16.5) direkt eftersom filtet inte ser ut som (1/72)é,. Eftersom vi inte kan
anvanda (16.28) maste vi berakna flédet, inte cirkulationen.

Vi anvander en teknik som liknar den som anvandes vid beviset av (16.5). Betrakta volymen V innanfor
ytan S och en liten yta S, med axel langs z-axeln, radie € samt volymen V. Vi indelar integralen i tva
delar. Pa den ena kan vi tillampa Gauss’ sats, for den andra delen kan flodet berdknas direkt.

Dela sfaren i tva volymer, V, och 1, dar V; utgdr en cylindervolym. Vi har dd V =V, + V.. | V kan vi
anvanda Gauss’ sats. Notera att ytan som definierar volymen V ar S, och de tva sma ytorna i toppen
och botten av cylindern &@r S; och S,.

Vi kan nu skriva S =S+ S, — S +5, — 51+ S5, —5,=(S+ S —5; — S3) + (=S + 51 + S3). Ytan
(S + S, —S; —S,) utgor randyta tilll V. Ytan (=S, + S; + S,) utgor randyta till V. Integralen utgors
darmed av summan av fyra integraler.

Tva av dessa ar i egentlig mening odefinierade eftersom integranden inte &ar begransad pa ytan. Vi kan
emellertid berdkna integralerna med anvandning av gransvardet

j f(x)dx = !gl_r)r(}jL f (x)dx
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Ovning 16.8.

Vi kan inte anvanda Gauss’ sats direkt eftersom féltet inte kontinuerligt deriverbart i origo (som ligger
innanfdr ytan S). Och vi kan inte anvinda (16.5) direkt eftersom filtet inte ser ut som (1/r2)é,.. Men vi
kan skriva integranden som summan av tva termer. Pa den forsta termen kan vi tillampa Gauss’ sats
och pa den andra termen kan vi tillampa (16.5).

2

Integralen beriknas enklast i kartesiska koordinater, dar vi har x? + y? = r2sin?6 och z? = r2cos?8.

Kapitel 17

Ovningar 17.1 och 17.3
Vi ska l6sa Poissons Ekvation (17.3);
VAV
&y
Vi kan berakna det elektriska faltet fran potentialen med hjalp av
E=-VV.
Pa grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstatheten ar konstant med avseende pa
z och ¢, kommer 16sningen endast att bero pa p. Laplaceoperatorns derivator med avseende pa z och
@ blir noll. Vidare berdknar vi det elektriska faltet med (10.43) for gradienten i cylindriska koordinater.
Vi far fyra integrationskonstanter. En av dessa ar noll, eftersom det elektriska faltet kan sattas lika med
noll pa axeln. De 6vriga integrationskonstanterna bestams av féljande villkor:
(1) Det elektriska faltets kontinuitet i p =R:
Ein (R) = Eout (R)
(2) Vardet av den elektrostatiska potentialen i p =R:
Vout(R) :VO
(3) Potentialens kontinuiteti p =R:
Vin(R) =Vo, (R)

Dessa tre ekvationer ger ett ekvationssystem for de tre okanda b, ¢ och d.

Ovningar 17.2 och 17.4

Integrallésningen till Poissons ekvation (17.38) géller under forutsattning att laddningstatheten gar
mot noll fortare &n 1/|7|? da |7| = o0 och om I6sningen g&r mot noll som 1/|7| d& |7| - oo.

Uppfylls dessa villkor?

Ovning 17.5.

Vi har att I6sa Poissons ekvation (17.3);

vy =
&

Dessutom ska vi berdkna det elektriska faltet fran potentialen med hjalp av
E=-VV.
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Pa grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstatheten ar konstant med avseende pa
6 och ¢, kommer I6sningen endast att bero pa r. Laplaceoperatorns derivator med avseende pa 6 och
@ ar darmed noll. Vidare kan vi berdkna det elektriska faltet med (10.43) fér gradienten i cylindriska
koordinater.

For elektriska faltet bor (10.61) anvéandas for gradienten i sfariska koordinater.

Vi far fyra integrationskonstanter. En av dessa ar noll, eftersom det elektriska faltet kan sattas lika med
noll i origo. En konstant bestdms av villkoret lim V(r) = 0. Aterstar tva integrationskonstanter att

Tr—00

bestamma. Vi kan nu anvanda féljande tva villkor:
(1) Det elektriska faltet ar kontinuerligt i » = R:

Ein(R) = Eout(R)
(2) Potentialen ar kontinuerligir = R:
Vin(R) =Vou (R)

Dessa tva ekvationer ger ett ekvationssystem for de tva okanda konstanterna.

Ovningar 17.6
Vi kan anvanda precis samma formalism som i Metod 1 vid I6sningen av malproblemet.

Ovning 17.7.

Vi ska l6sa Poissons ekvation. Pa grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstatheten
ar konstant med avseende pa @ och @ kommer Idsningen endast att bero pa r. Laplaceoperatorns
derivator med avseende pa & och ¢ ar darmed noll. Vi far fyra integrationskonstanter. En av dessa ar
noll, eftersom derivatan maste vara noll i sfarens centrum (alternativt inses att tatheten maste vara
dndlig). En konstant fas genom antagandet rll_)ngo Moy (1) = 0. Aterstar tva konstanter att bestimma.

For dessa har vi tva villkor:
(1) Tatheten ar kontinuerligir = R:

r]in (R) = r]out (R)
(2) Vardet av tathetenir=R:
Nout (R) = NO

Dessa tva ekvationer ger ett ekvationssystem for de tva okdnda konstanterna.

Ovning 17.8.
Integrallésningen till Poissons ekvation V2¢ = p, d v s (17.38), utgérs av

()=~ a

dar 7 ar ortsvektorn som identifierar punkten P i vilken vi vill berdkna det elektriska faltet, p(7") ar en

!

skalar funktion av ¥’ och V &r integrationsvolymen som utgdrs av hela R3. Notera att vi vill l6sa

ekvationen V?ny, = —S, sa integrallésningen blir
oy Lo S(F) g
nHE(r):EJ‘\ﬂW'—ﬂ dv

Vi kan har anvénda precis samma formalism som i Metod 1 vid I6sningen av malproblemet.
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Notera att i r = R géller att tatheten ar Ny. Vi har alltsa att n}}le(R) = N,. Detta ger ett uttryck for S,
som kan substitueras i uttrycket for tatheten.

Ovning 17.9.

Vi ska l6sa Poissons ekvation i cylindriska koordinater. Anvand (14.4) for att skriva Laplaceoperatorn i

cylindriska kooridnater

Vi vill att ¢ = pSsing utgor en l6sning for nagot varde pa s. Vi soker alltsa ett s som uppfyller

vz(ps Sin(D): 35;rl¢
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Appendix.

Ovning A.1.

Ovning A.2.

Ovning A.3.

Det infinitesimala langdelementet dl har infinitesimala elektriska laddningen dg = AdLl. Vi
behover uttrycka dl. Geometrin ar cylindriskt symmetrisk, sa kan vi anvanda ett cylindriskt
koordinatsystem (se 3.9). Darefter kan vi integrera dgq.

Det infinitesimala ytelementet dS har infinitesimala massan dm = odS. Vi behdver
uttrycka dS. Geometrin ar cylindriskt symmetrisk, s& kan vi anvanda ett cylindriskt
koordinatsystem (se 3.9). Darefter kan vi integrera dm.

Det infinitesimala ytelementet dS har infinitesimala elektriska laddningen dq = odS. Vi
behover uttrycka dS. Geometrin &r sfariskt symmetrisk, sa kan vi anvanda ett sfariskt
koordinatsystem (se 3.15). Darefter kan vi integrera dgq.

Ovning A.4. Det infinitesimala volymelementet dV har infinitesimala elektriska laddningen dq = p.dV.

Vi behover forst uttrycka dVV. Geometrin ar cylindriskt symmetrisk, sa kan vi anvanda ett
cylindriskt koordinatsystem (se 3.9). Darefter kan vi integrera dgq.

Ovning A.5. Det infinitesimala volymelementet dV har infinitesimala elektriska laddningen dq = p.dV.

Ovning A.6.

Ovning A.7.

Ovning A.8.

Ovning A.9.

Vi behover forst uttrycka dV. Geometrin ar sfariskt symmetrisk, sa kan vi anvinda ett
sfariskt koordinatsystem (se 3.15). Darefter kan vi integrera dq.

Foremalet har cylindrisk geometri, sa vi kan anvanda ett cylindriskt koordinatsystem.
Darefter kan vi skriva uttryck for 7 och # och berdkna ¥ — 7 och |7 — #'|. Vi skriver dl’ i
cylinderkoordinater (se 3.9) och beraknar kryssproduktken dl’ X (¥ — '), se Avsnitt 3.3.
Darmed har vi allt som behovs for att integrera.

Foremalet har cylindrisk geometri, sa vi kan anvanda ett cylindriskt koordinatsystem. |
cylinderkoordinater kan vi anvianda (3.9) for att skriva dl’. Darefter berdknar vi
kryssprodukten dl’ X B, se Avsnitt 3.3. Darmed har vi allt som behévs for att integrera.

Foremalet har cylindrisk geometri, sa vi kan anvdnda ett cylindriskt koordinatsystem. |
cylinderkoordinater kan vi anvanda (3.9) fér att skriva dS’. Darefter skriver vi uttryck for 7
och 7' for att berdkna 7 — 7' och |7 — 7'|. Darmed har vi allt som behdvs fér att integrera.

Det infinitesimala langdelementet dl har infinitesimala elektriska laddningen dg = AdLl. Vi
behover uttrycka dl. Geometrin ar cylindriskt symmetrisk, sa kan vi anvdnda ett cylindriskt
koordinatsystem (se 3.9). Med dq kan vi berdkna dF = Edq och darefter integrera.

Ovning A.10. Se A.6, men anvind andra integrationsgranser.

Ovning A.11. Se A.8, men anvind sfarisk symmetri.

Ovning A.12. Se A.8.
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