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Kapitel 1 

 

Övning 1.1.  

Varje vektor 𝑣̅ med x-komponent a, y-komponent b och z-komponent c kan skrivas som 𝑣̅ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) 

eller 

ˆ ˆ ˆ
x y zv ae be ce= + + , 

se Ekvation 1.4. Till exempel har vektorn 𝑣̅ = 𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 komponenterna a = 1, b = 2, c = 0. Vi kan alltså 

skriva 𝑣̅ = (1, 2, 0). 

 

Övning 1.2.  

Absolutvärdet av en vektor kan beräknas med (1.2). Om 𝑣̅ = 𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 fås därmed 

  |𝑣̅| = √12 + 22 + 02 = √5. 

 

Övning 1.3.  

Enhetsvektorn 𝑣 kan beräknas med (1.2); 𝑣 = 𝑣̅/|𝑣̅|. Så, om 𝑣̅ = 𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 kan vi skriva |𝑣̅| = √5 och 

𝑣 = (𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦)/√5 . 

 

Övningar 1.4–1.7.  

Addition och subtraktion av vektorer definieras i Avsnitt 1.2. Vinkeln mellar två vektorer kan beräknas 

med (1.7). Till exempel, om  𝑣̅ = 𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 och  𝑤̅ = −𝑒̂𝑥 + 𝑒̂𝑧 kan vi skriva 

 

𝑣̅ ∙ 𝑤̅ = (𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦) ∙ (−𝑒̂𝑥 + 𝑒̂𝑧) =−𝑒̂𝑥 ∙ 𝑒̂𝑥 + 𝑒̂𝑥 ∙ 𝑒̂𝑧−2𝑒̂𝑥 ∙ 𝑒̂𝑦 + 2𝑒̂𝑧 ∙ 𝑒̂𝑦= - 1 

 

2 2 21 2 0 5v = + + =  

( )
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

  −   
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    

 

Övning 1.8.  

Skalärprodukten i kartesiska koordinatsystem kan beräknas med (1.6). 

 

Övning 1.9.  

Projektionen av vektorn 𝑎̅ längs riktningen av vektorn 𝑏̅ kan beräknas med (1.9); 

b

a b
a

b


=  

 

Övning 1.10.  

Avståndet mellan två punkter P och Q som definieras av ortsvektorerna 𝑟̅ och 𝑟̅′ kan beräknas med 

cosinussatsen, Avsnitt (1.4): 

( ) ( )' 'L r r r r= −  −   
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Övning 1.11.  

Kryssprodukten kan beräknas med (1.12). Men det är ofta enklare att använda (1.13). Till exempel, om  

𝑣̅ = 𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 och  𝑤̅ = −𝑒̂𝑥 + 𝑒̂𝑧 kan vi skriva 
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= −  +  −  +  = − + +
 

 

Övning 1.12.  

Först måste vi skriva ett uttryck för hastigheten 𝑣̅. Notera att riktningen 𝑑̅ är inte normaliserad, så vi 

har 𝑣̅ = 𝑣𝑑̅/|𝑑̅|. Därefter kan vi beräkna kryssprodukten 𝑣̅ × 𝐵̅ (se Övning 1.11) och avslutningvis kan 

vi beräkna additionen 𝐸̅ + 𝑣̅ × 𝐵̅. 

 

Övning 1.13.  

Först måste vi notera att riktningen 𝑑̅ är inte normerad, så vi har 𝑙 ̅ = 𝑙𝑑̅/|𝑑̅|. Sedan kan vi beräkna 

kryssprodukten 𝑙 ̅ × 𝐵̅ (se Övning 1.11). 

 

Kapitel 2 

 

Övningar 2.1–2.6  

Alla vektorer i övningarna definieras i ett kartesiskt koordinatsystem, där basvektorerna (𝑒̂𝑥 , 𝑒̂𝑦, 𝑒̂𝑧) är 

konstanta (kartesiska basvektorer har överallt samma riktning). Vi kan alltså derivera och integrera 

varje komponent av vektorerna direkt. 

Notera att om vektorerna inte definieras i ett kartesiskt koordinatsystem (men exempelvis i ett 

cylindriskt eller sfäriskt koordinatsystem, se Kapitel 3 och Kapitel 11) kan vi inte derivera och integrera 

varje komponent av vektorerna direkt eftersom basvektorerna inte är konstanta. 

Kapitel 3 

 

Övning 3.1. I ett cylindriskt koordinatsystem är basvektorn 𝑒̂𝜌 en vektor som ligger i xy-planet med 

riktning från z-axeln till punkten. Basvektorn 𝑒̂𝜑 är en vektor som ligger i xy-planet och är 

vinkelrät mot 𝑒̂𝜌. 

Övning 3.2. Additionen 𝑒̂𝜌+ 𝑒̂𝜑 utgör en vanlig addition. För att beräkna  𝑒̂𝜌+ 𝑒̂𝜑 byter vi till ett 

kartesiskt koordinatsystem. 

Övning 3.3. I ett cylindriskt koordinatsystem kan varje vektor 𝑣̅ skrivas som  

 

ˆ ˆ ˆ
zv ae be ce = + +  

-komponenten är a, -komponenten är b och z-komponenten är c. Så 
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𝑣̅ = (𝑎, 𝑏, 𝑐). 

Vektorn 𝑣̅ = 𝑒̂𝜌 + 2𝑒̂𝑧 har komponenterna a = 1, b = 0, c = 2. Alltså: 𝑣̅ = (1, 0, 2). 

 

Övning 3.4. Basvektorerna i ett cylindriskt koordinatsystem är ortonormerade, så vi kan beräkna 

skalärprodukten och kryssprodukten av komponenterna med användning av samma 

regler som i kartesiska koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3.  

Övning 3.5. För att beräkna längden, ytan och volymen av ett objekt med cylindrisk symmetri kan vi 

integrera differentialelementen som definieras i (3.9).  

Övning 3.6.  Basvektorerna 𝑒̂𝜌 och 𝑒̂𝜑  i ett cylindriskt koordinatsystem är inte konstanta. Vi kan alltså 

inte automatiskt flytta dem utanför integralerna som vi gjorde med integraler i kartesiska 

koordinatsystem. Först måste vi undersöka om basvektorn är beroende av integrations- 

variabeln. Om dessa är beroende, uttrycker vi basvektorn med kartesiska basvektorer och 

därefter integrerar vi som vi gjorde i övningarna i Kapitel 2.  Om de är inte beroende, kan 

vi flytta basvektorn utanför integralen.  

Övning 3.7. I ett sfäriskt koordinatsystem är basvektorn 𝑒̂𝑟 en vektor som börjar i punkten och med 

riktning från origo till punkten. Basvektorn 𝑒̂𝜑 är en vektor som ligger i xy-planet och är 

vinkelrät till 𝑒̂𝑟. Additionen 𝑒̂𝑟+ 𝑒̂𝜑 är en vanlig addition. Vi kan uttrycka den i ett kartesiskt 

koordinatsystem. 

Övning 3.8. I ett sfäriskt koordinatsystem är basvektorn 𝑒̂𝑟 en vektor som börjar i punkten och med 

riktning från origo till punkten. Basvektorn 𝑒̂𝜃 är en vektor som är vinkelrät mot 𝑒̂𝑟. 

Additionen 𝑒̂𝑟+ 𝑒̂𝜃 är en vanlig addition. Notera att i punkten x = 0, y = 1, z = 1 och i 

punkten x = 0, y = -1, z = -1 ligger basvektorerna 𝑒̂𝑟 och 𝑒̂𝜃 i yz-planet. Vi kan uttrycka dem 

i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Övning 3.9. I ett sfäriskt koordinatsystem kan varje vektor 𝑣̅ skrivas som  

ˆ ˆ ˆ
rv ae be ce = + +  

Här är r-komponenten a, -komponenten b och -komponenten c. Vi kan alltså skriva 𝑣̅ =

(𝑎, 𝑏, 𝑐). 

Vektorn 𝑣̅ = 𝑒̂𝜃 + 2𝑒̂𝑟 har komponenterna a = 2, b = 1, c = 0. Alltså: 𝑣̅ = (2, 1, 0). 

 

Övning 3.10. Basvektorerna i ett sfäriskt koordinatsystem är ortonormerade, så vi kan beräkna 

skalärprodukten och kryssprodukten av deras komponenter med samma regler som för 

kartesiska koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3. 

Övning 3.11. För att beräkna längden, ytan och volymen av ett objekt med sfärisk symmetri kan vi 

integrera differentialelementen som definieras i (3.15). 

Övning 3.12. Basvektorerna i ett sfäriskt koordinatsystem är inte konstanta. Vi kan alltså inte flytta 

dem utanför integralerna som vi gjorde för integralerna i kartesiska koordinatsystem. 

Först måste vi kontrollera om basvektorn är beroende av integrationsvariabeln. Om dessa 

är beroende måste vi uttrycka basvektorn med kartesiska basvektorer och sedan kan vi 

integrera som vi gjorde i övningarna i Kapitel 2.  Om de är inte beroende kan vi flytta 

basvektorn utanför integralen. 
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Övning 3.13. Vi kan uttrycka basvektorn 𝑒̂𝜌 med kartesiska basvektorer. 

Övning 3.14. Skalärprodukten av en vektor med 𝑒̂𝑥, 𝑒̂𝑦 eller 𝑒̂𝑧 är x-, y- eller z-komponenten av 

vektorn. För att beräkna kryssprodukten kan vi uttrycka basvektorerna 𝑒̂𝜌 och 𝑒̂𝜑 med 

kartesiska basvektorer. 

Övning 3.15. Skalärprodukten av en vektor med 𝑒̂𝑥, 𝑒̂𝑦 eller 𝑒̂𝑧 är x-, y- eller z-komponenten av 

vektorn. 

Kapitel 4 

Övning 4.1. För att rita ett skalärfält 𝜙 måste vi beräkna nyvåytor (i 3D) eller nyvåkurvor (i 2D) som 

definieras med uttrycket 𝜙 = 𝑐.  

Övning 4.2. För att rita ett vektorfält 𝑣̅ måste vi beräkna absolutvärdet och riktningen av fältet i varje 

punkt. 

Övning 4.3. (i) Den största fältvariationen ges av absolutvärdet av gradienten. Riktningen av 

gradienten är riktningen i vilken fältet ökar snabbast. (ii) Fältvariationen längs riktningen 𝑛̅ 

är riktningsderivatan 𝑑𝜙/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 ∙ 𝑛̂ (se Avsnitt 4.3). Notera att 𝑛̂ är normaliserad. 

(iii) Vi kan beräkna vinkeln med (1.7). 

Övning 4.4. Laddningen ska röra sig längs riktningen av kraften 𝐹̅ = 𝑞𝐸̅, alltså längs riktningen av 

elektriska fältet. Därför måste vi beräkna gradienten av elektrostatiska potentialen, 𝐹̅ =

−𝑞𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉. En positiv laddning ska röra sig i riktningen av största minskningen av 

elektrostatiska potentialen. Notera att potentialen är 𝑉 = 1/𝑟, men vi vet inte hur man 

kan beräkna gradienten i ett sfäriskt koordinatsystem (see Avsnitt 10.7 och Avsnitt 10.9). 

Vi måste alltså uttrycka 𝑟 i ett kartesiskt koordinatsystem, se (3.18). 

Övning 4.5. Vi ska beräkna riktningsderivatan för skalärfältet h. Riktningsderivatan 𝑑ℎ/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑ℎ ∙ 𝑛̂ 

är variationen av skalärfältet h i riktningen 𝑛̂. Så vi söker 𝑛̂ för att ha 
𝑑ℎ

𝑑𝑠
= 𝑔𝑟𝑎𝑑ℎ ∙ 𝑛̂ =

−1/√2. Riktningen ska vara motsatt gradienten (skalärfältet avtar då snabbast).   

Övning 4.6. Vi beräknar normalen med hjälp av Sats 4.2; 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 är i punkten P vinkelrät mot nivåytan 

 = c som passerar genom P. Betrakta fältet  

 4 2x y z = + −  (notera att 𝜙 = 0 ger ekvationen av ytan). 

Övning 4.7.  

(a) Vi beräknar normalen med hjälp av Sats 4.2; 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 är i punkten P vinkelrät mot nivåytan  = 

c som passerar genom P.  

(b) Punkter med ortsvektor 𝑟̅ i tangentplanet genom en punkt 𝑟̅0 på ytan kan konstrueras med 

hjälp av vektorer i tangentplanet som är vinkelräta emot 𝑛̂. 
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Kapitel 5 

Övning 5.1. Använd Sats 5.1: ett kontinuerligt deriverbart vektorfält 𝐴̅ kan ha en skalärpotential endast 

om det uppfyller (5.3). Vi måste alltså verifiera villkoret (5.3). I övningarna (e) och (f) 

använder vi (3.18) och (3.19) för att skriva fältet i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Övning 5.2. Först kan vi använda resultaten från Övning 5.1. Om inte villkoret (5.3) är uppfyllt, så kan 

skalärfältet inte ha en potential. Om villkoret (5.3) gäller, har vi två alternativ för att 

beräkna potentialen: (1) Vi kan gissa potentialen 𝜙 och sedan verifiera att 𝑣̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙. (2) 

Vi använder metoden som beskrivs i Avsnitt 5.2. Notera att vi vet inte än hur gradienten 

beräknas i ett sfäriskt koordinatsystem. Så i övningarna (e) och (f) måste vi använda (3.18) 

och (3.19) för att skriva fälten i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Kapitel 6 

Övningar 6.1-6.5.  Om ekvationer har en uppenbar symmetri, till exempel cylindrisk eller sfärisk 

symmetri, kan vi använda cylindriska eller sfäriska koordinater. Om det finns ett uttryck 

som exempelvis 𝑥2 + 𝑧2, kan vi använda parameteriseringen 𝑥 = cos𝜑, 𝑧 = sin𝜑. Om 

ekvationer har inte en självklar symmetri, kan vi försöka med enkla val som 𝑥 = 𝑢 och 

sedan uttrycker vi 𝑦 och 𝑧 som funktioner av u med hjälp av ekvationerna som definierar 

kurvan. 

 

Övning 6.6-6.9. För att beräkna linjeintegralen kan vi använda (6.11); 

( )
2

1

( )
L

dr
A dr A r d

d





 


 =    

Vi behöver därefter beräkna parametriseringen 𝑟̅(𝜑) av kurvan och sedan derivatan 

𝑑𝑟̅(𝜑)/𝑑𝜑.  

Övning 6.10. Kurvan är inte specifierad. Men vi kan beräkna potentialen 𝜙 av fältet 𝐸 ̅och använda 

Sats 6.4:  

( ) ( )( ) ( )
b

a

u

b a
u

W q E dr q r u q r u =  = −  

För att beräkna potentialen kan vi använda samma metorder som i Övningarna 5.2(e) och 

5.2(f). Men först skriver vi fältet i kartesiska koordinater med (3.1), (3.5) och får cos𝜑 =

𝑥/𝜌 = 𝑥/√𝑥2 + 𝑦2
, sin𝜑 = 𝑦/𝜌 = 𝑦/√𝑥2 + 𝑦2

. 

Övning 6.11 och 6.12  

Vektorfältet har en potential, så linjeintegralen är oberoende av banan och kan vi använda Sats 6.4.       
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Kapitel 7 

Övningar 7.1-7.3.  

Om ekvationer har en uppenbar symmetri, till exempel cylindrisk eller sfärisk symmetri, kan vi använda 

cylindriska eller sfäriska koordinater. Om vi exempelvis har ytan 𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2, kan vi använda en 

parametrisering som 𝑥 = 𝜌cos𝜑,  = 𝜌sin𝜑 och sedan beräkna 𝑦 från ekvationen 𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2 = 𝜌2.  

Om det finns inte en uppenbar symmetri kan vi försöka med enklare val som 𝑥 = 𝑢 och 𝑦 = 𝑣 och 

sedan beräkna 𝑧 från ekvationen. 

Vi måste också finna parametervariationen. 

 

Övningar 7.4-7.8.  

Ytintegralerna kan beräknas med (7.13), 

 ( )( , )
v u

s

r r
A dS A r u v dudv

u v

  
 =   

  
    

Först måste vi beräkna parametriseringen av ytan, 𝑟̅ = 𝑟̅(𝑢, 𝑣), och sedan beräkna normalen 𝑛̅ =

𝜕𝑟̅/𝜕𝑢 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑣. Vi måste också verifiera att normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑣 är i samma riktning som 

ytans normal. Om den är i motsatt riktning, integrerar vi över ytan –S. 

Sedan måste vi uttrycka vektorfältet med hjälp av parametriseringen och slutligen beräkna 

skalärprodukten. Vi landar i en standardintegral i variablerna u och v. 

Notera att om ytan är en cylinder eller en sfär, kan vi skriva 𝑆̅ med hjälp av 𝑑𝑆̅ = 𝑑𝑆𝑛̂, skriva 𝑑𝑆 med  

(3.9) eller (3.15) och använda metoden vi har beskrivit i Appendix. 

Övning 7.9.  

Först kan vi notera att på grund av symmetri, så länge som S har en normal parallell med fältet och så 

länge som det har avståndet L från origo, kan vi flytta ytan utan att ändra värdet av flödet. Det är värt 

att notera att ytan är vinkelrät mot z-axeln (se Figur 19). På så sätt kan vi använda variablerna i ett 

sfäriskt koordinatsystem på ett mycket enklare sätt. 

Då kan vi uttrycka avståndet från en punkt på ytan till origo med hjälp av problemets geometri. 

Slutligen kan vi använda en av de metoder som beskrivits för övningarna 7.4-7.7. 

 

Övning 7.10.  

Beräkning av area är ett exempel av integral (7.20), se Exempel 7.3. Så vi behöver beräkna  

med      
S S

r r r r
A dS dS dudv A dudv

u v u v

   
= =   = 

      

Först måste vi beräkna en parametrisering av ytan och sedan beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑣. 

Sista steget av integrationen är svårare; där används exempelvis en formelsamling med integraler. 

Man kan också se en lösning genom att faktorisera rotuttrycket.  
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Övning 7.11.  

Vi behöver beräkna 

( , )
S S

r r
A dS A u v dudv

u v

  
 =   

  
   

som är ett exempel på integralen (7.23). 

Först måste vi beräkna en parametrisering av ytan och sedan beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑣 

och slutligen kryssprodukten ( , )
r r

A u v
v v

  
  

  
. 

Notera att ytan är en cylinder med radie 1. Vi har alltså 𝜌 = 1 när vi använder cylinderkoordinater. För 

att parametrisera i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi använda ortsvektorn 𝑟̅ = 𝜌𝑒̂𝜌 + 𝑧𝑒̂𝑧 (se (3.8)) 

men vi måste uttrycka 𝜌 och 𝑧 så att ortsvektorn alltid pekar på en punkt på ytan av cylindern.  

Övning 7.12.  

 

Kraften från vattentrycket är 𝐹̅ = − ∬ 𝑝𝑑𝑆̅ 

𝑆
, se Exempel (7.4). Vi försummar ytans massa så kraften  𝐹̅0 

för att hålla ytan strax under vatten är 𝐹̅0 = −𝐹̅ = ∬ 𝑝𝑑𝑆̅ 

𝑆
, där S utgör hela ytan. Integralen är 

 

 ( )0 m m

s s

F F gz dS g zdS = − = − = −   

Detta är ett exempel på integralen (7.21). 

Övning 7.13.  

Vi ska beräkna flödet genom en halvsfär med radie R. Vi studerar nedre halvsfären för vilken det gäller 

𝜃: 𝜋/2 → 𝜋. Notera att på ytan har vi 𝑟 = 𝑅. Vi kan beräkna integralen med en metod som liknar den i 

Kapitel 3. Vi kan skriva 𝑑𝑆̅ = 𝑛̂𝑑𝑆, notera att 𝑛̂ = 𝑒̂𝑟 och uttrycka 𝑑𝑆 med (3.15). 

Kapitel 8.  

Övning 8.1.  

Vi kan beräkna divergensen med (8.3): 

 
yx z

AA A
divA

x y z

 
 + +

  
 

där 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 är kartesiska komponenter av vektorfältet 𝐴̅. Se Övning 1.1 för kartesiska komponenter 

av ett vektorfält. Vi noterar att (8.3) bara fungerar i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill använda ett 

annat koordinatsystem, måste vi studera Kapitel 10. Så om ett vektorfält är givet i sfäriskt eller 

cylindriskt koordinatsystem måste vi byta koordinatsystemet till kartesiskt med användning av (3.4), 

(3.5), (3.11) och (3.13). 
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Övning 8.2.  

Det finns två villkor som måste uppfyllas för att använda Gauss’ sats: (1) ytan måste vara sluten (2) 

vektorfältet måste vara kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi måste alltså verifiera att 

dessa villkor uppfylls. 

 

Övningar 8.3–8.9. 

Först måste vi undersöka om kan vi använda Gauss’ sats (se Övning 8.2). Om vi inte kan det måste 

flödet beräknas som i Kapitel 7. Om kan vi använda Gauss’ sats får vi 

S V

A dS divAdV =   

Först beräknar vi divergensen och sedan kan vi beräkna volymsintegralen. 

Övning 8.10.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt därför att ytan inte är sluten. Men vi kan sluta ytan genom att 

införa ytterligare en yta S*. På den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats användas. Vi behöver sedan 

subtrahera flödet genom ytan S*. Beräkningen blir 

* * * * *S S S S S S S V S

A dS A dS A dS A dS A dS A dS divAdV A dS
+

 =  +  −  =  −  = −          

Övning 8.11.  

Med Gauss’ sats fås 

 ( )23 2 2
S V V

A dS divAdV x xy z x dV = = + + +    

Symmetri ger att integralerna över termerna 2xy och 2z ger bidragen 0. 

Övning 8.12.  

Det är komplicerat att beräkna flödet direkt genom 𝑆1. Ytorna 𝑆1, 𝑆2 är inte slutna, så vi kan inte 

använda Gauss’ sats direkt. Men ytan 𝑆 = 𝑆1 − 𝑆2 är sluten. Först beräknar vi flödet genom S med 

Gauss’ sats och sedan flödet genom 𝑆2. Från dessa kan vi beräkna flödet genom 𝑆1.  

Kapitel 9 

Övning 9.1.  

Vi kan beräkna rotationen med (9.3); 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x y z

y yx xz z
x y z

x y z

e e e

A AA AA A
rotA e e e

x y z y z z x x y

A A A

          
 = − + − + −    

            
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där 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 är kartesiska komponenterna av vektorfältet 𝐴̅ (se Övning 1.1). Vi noterar att (9.3) 

fungerar bara i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill använda ett annat koordinatsystem måste vi 

studera Kapitel 10.  

  

Övning 9.2.  

Det finns två villkor som måste uppfyllas för att använda Stokes’ sats: (1) kurvan måste vara sluten (2) 

vektorfältet måste vara kontinuerligt deriverbart på ytan vars rand utgör kurvan. 

 

Övningar 9.3–9.7  

Först måste vi verifiera om vi kan använda Stokes’ sats (se Övning 9.2). Om ej måste cirkulationen 

beräknas som i Kapitel 6. Om Stokes’ sats kan användas fås 

L S

A dr rotA dS =    

Valet av ytan S är mycket viktigt. Ett smart val kan väsentligt förenkla lösningen. Om kurvan ligger i ett 

plan är det enklaste valet att välja ytan på det plan som har rand på kurvan. I andra fall är mer 

komplicerade val faktiskt bättre val (se till exempel Övning 9.6). I detta fall ligger fältets rotation längs 

z-axeln, så det är lättare om man väljer ytor med normal parallell eller vinkelrät mot z-axeln. På så sätt 

förenklas beräkningen av flödet. 

Övning 9.8  

Vektorfältet 𝐴̅ är konservativt om 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0̅. 

 

 Övning 9.9.  

Eftersom L  är okänd kan integralen inte beräknas direkt. Vi kan inte heller använda Stokes sats direkt 

eftersom L är en öppen kurva. Men vi kan betrakta den slutna kurva 𝐿0 som består av L och linjen 𝐿1 

från punkten Q  till punkten P (notera att L går från P till Q, så 𝐿1 går från Q  till P så att 𝐿0 är sluten). 

Övning 9.10.  

Randkurvan till ytan är 𝐿1 + 𝐿´ + 𝐿2 − 𝐿′, se Figur l13. Notera att 𝐿2 och 𝐿1 är motsatt orienterade. 

Med Stokes’ sats fås 

1 2 1 2

1 2 1 2

' ' ' '

' '

0

S L L L L L L L L

L L L L L L

rotA dS A dr A dr A dr A dr A dr

A dr A dr A dr A dr A dr A dr

+ + − −

=

 =  =  +  +  +  =

=  +  −  +  =  + 

     

     
 

Den första integralen utförs längs 𝐿1, en cirkel med radie a i xy-planet. Vi har därför r = a, 𝜃 = 𝜃1 =

𝜋/2, 𝑑𝑟̅ = 𝑎𝑑𝜑𝑒̂𝜑 med 𝜑: 0 → 2𝜋. Den andra integralen utförs längs 𝐿2, en cirkel med radie a parallell 

med xy-planet. Vi har 𝑟 = 𝑎 sinα, 𝜃 = 𝛼, 𝑑𝑟̅ = 𝑎 sin𝛼𝑑𝜑𝑒̂𝜑 med 𝜑: 2𝜋 → 0.  
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Övning 9.11.  

Det kan vara komplicerat att beräkna integralen direkt, men om vi beräknar rotationen fås 

0rotA =  

Därför har, enligt Sats (9.3), vektorfältet en potential. Linjeintegralen är alltså oberoende av vägen och 

vi kan ta den enklaste kurvan från kurvans startpunkt till dess ändpunkt. 

 

Kapitel 10 

Övning 10.1.  

Vi kan använda (10.43) för att beräkna gradienten 

 
1

ˆ ˆ ˆ
zgrad e e e

z
 

  


  

  
= + +

  
. 

Med användning av detta uttryck blir gradienten automatiskt formulerad i ett cylindriskt 

koordinatsystem. 

 

Övning 10.2.  

Vi kan använda (10.44) för att beräkna divergensen 

 
( )1 1 z

A A A
divA

z

 


   

  
= + +

  
. 

Notera att vektorfältet 𝐴̅ ska definieras i ett cylindriskt koordinatsystem eftersom 𝐴𝜌, 𝐴𝜑 och 𝐴𝑧 är 

komponenterna av vektorn i ett cylindriskt koordinatsystem. För att bestämma komponenterna se 

Övning 3.3.  

 

Övning 10.3.  

Vi kan använda (10.45) för att beräkna rotationen 

 
1 1 1

ˆ ˆ ˆz z
z

A A A AA A
rotA e e e

z z

   

 



      

         
= − + − + −     

          
 

Notera att vektorfältet 𝐴̅ ska definieras i ett cylindriskt koordinatsystem eftersom 𝐴𝜌, 𝐴𝜑 och 𝐴𝑧 är 

komponenterna av vektorn i ett cylindriskt koordinatsystem. För att bestämma komponenterna se 

Övning 3.3.  

 

Övning 10.4.  

Vi kan använda (10.61) för att beräkna gradienten 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ
sin

rgrad e e e
r r r

 

  


  

  
= + +

  
. 

Notera att gradienten därmed är uttryckt i ett sfäriskt koordinatsystem. 
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Övning 10.5.  

Vi kan använda (10.62) för att beräkna divergensen 

 
( ) ( )

2

2

sin1 1 1

sin sin

rr A AA
divA

r r r r



   

 
= + +

  
 

Notera att vektorfältet 𝐴̅ ska definieras i ett sfäriskt koordinatsystem eftersom 𝐴𝑟, 𝐴𝜃 och 𝐴𝜑 är 

komponenterna av vektorn i ett sfäriskt koordinatsystem. För att bestämma komponenterna se Övning 

3.9.  

 

Övning 10.6.  

Vi kan använda (10.63) för att beräkna rotationen 

 
( ) ( ) ( )sin1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ
sin sin

r r
r

A rA rAA A A
rotA e e e

r r r r r

  
 



     

        
   = − + − + −             

 

Notera att vektorfältet 𝐴̅ ska definieras i ett sfäriskt koordinatsystem eftersom 𝐴𝑟, 𝐴𝜃 och 𝐴𝜑 är 

komponenterna av vektorn i ett sfäriskt koordinatsystem. För att bestämma komponenterna se Övning 

3.9.  

 

Övning 10.7.  

Ett vektorfält 𝐴̅ är konservativt om dess rotation är noll; 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0. Se Avsnitt 10.4. 

Om det är konservativt finns det en potential 𝜙, för vilken vi kan skriva 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝐴̅. Vi kan beräkna 

potentialen med metoden vi har diskuterat i Kapitel 5 (se Övning 5.2). 

Notera att vi måste uttrycka gradienten i fältets koordinatsystem, alltså med (10.43) för ett cylindriskt 

eller (10.61) för ett sfäriskt koordinatsystem. 

 

Övning 10.8.  

Ett vektorfält 𝐴̅ har en skalär potential om det är konservativt, se Avsnitt 9.4. Vi måste alltså undersöka 

om 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0. 

Notera att vi måste uttrycka rotationen i fältets koordinatsystem, alltså med (10.45) för ett cylindriskt 

eller (10.63) för ett sfäriskt koordinatsystem. 

Notera att derivatorna av funktionen 𝑓 är noll om funktionen inte beror på deriveringsvariabeln. Till 

exempel, om vi har f = f (𝑟), så gäller 𝜕𝑓/𝜕𝜃 = 0 och 𝜕𝑓/𝜕𝜑 = 0. 

 

Övning 10.9.  

Rikningsderivatan definieras i Kapitel 4, (4.5) som 

ˆ
d

grad v
ds


=   med  

Notera att fältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi kan använda (10.61) för att beräkna 

gradienten. För att beräkna vinkeln kan vi använda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4. 
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Övning 10.10.  

 

(a) Temperaturen definieras med cylinderkoordinater så vi kan beräkna gradienten med (10.43). 

(b) Den största temperaturvariationen ges av absolutvärdet av gradienten.  

(c) Temperaturen ökar snabbast i gradientens riktning. 

(d) Därför att om vi måste befinna oss i planet z = 0, måste vi ha 𝑣1 = 𝑎𝑒̂𝜌 + 𝑏𝑒̂𝜑. För att få 

temperaturändringen som 1 längs 𝜈̂1 måste vi ha 

1̂ 1
P

T   =  

För att beräkna vinkeln kan vi använda metoder vi diskuterade I Avsnitt 1.4. 

 

Övning 10.11.  

Vi ska beräkna flödet genom en sfär. Ytan är sluten och fältet är kontinuerligt deriverbart. Så vi kan 

använda Gauss’ sats, se Avsnitt 8.3; 

 ( )
S V

v dS div v dV =   

Vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem så vi kan beräkna divergensen med (10.62): 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1 1 1
sin

sin sin
rdiv v r v v v

r r r r
 

   

  
= + +

  
. 

Övning 10.12.  

Ett vektorfält är konservativt om dess rotation är noll. Fältet definieras i ett cylindriskt 

koordinatsystem, så vi kan beräkna rotationen med (10.63). 

Fältet är konservativt, så det finns en potential 𝜙 för vilken det gäller att 𝐸̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙. Vi kan alltså 

beräkna linjeintegralen med potentialen (se Sats 6.4) enligt 

( ) ( )b a

L

E dr r r  = −  

För att beräkna potentialen, kan vi använda samma metod som i övningarna 10.7 och 5.2. Eftersom 

fältet uttrycks i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi skriva gradienten med hjälp av (10.43). 

Övning 10.13.  

En vektorfält 𝑣̅ har en vektorpotential 𝐴̅ om 𝑑𝑖𝑣(𝑣̅) = 0, se Sats 9.4; 

( ) 0div v v rotA=  =
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Kapitel 11 

Övning 11.1.  

Vi använder definitionen av gradienten, divergensen och rotationen. Se (11.9), (11.10) och (11.11). 

Övning 11.2.  

(a) Vi använder nablaräkning och noterar att 𝑛̅ × 𝑛̅ = 0̅ 

(b) Vi använder nablaräkning och vektoralgebra för att flytta fältet med punkt under till höger om 

nablasymbolen 

(c) Vi använder nablaräkning och sedan bac-cab regeln; ( ) ( ) ( )a b c b a c c a b  =  −  . 

(d) Vi använder nablaräkning och sedan bac-cab regeln; ( ) ( ) ( )a b c b a c c a b  =  −  , men i 

formen ( ) ( ) ( )c a b b a c a b c =  −   . 

 

Övning 11.3. 

Notera först att 𝑎̅ och 𝑏̅ är konstanta vektorer. Derivatorna av 𝑎̅ och 𝑏̅ är alltså noll.  

Notera också att 𝑟̅ är ortsvektorn som i sfäriska koordinater kan skrivas 𝑟̅ = 𝑟𝑒̂𝑟 med 𝑟 som avståndet 

från en punkt till origo. Här beror inte 𝑟 av 𝜃 och 𝜑, så derivator av 𝑟 med avseende på 𝜃 och 𝜑 är noll. 

(a) Vi kan använda (10.61) 

(b) Vi kan använda (11.26). Och (10.63) för att beräkna ∇ × 𝑟̅ 

(c) Vi kan använda (11.22), Övning 11.3(a) och Övning 10.5(b) 

(d) Vi kan använda (11.24) 

(e) Vi kan använda (11.24) och (11.25) samt resultat från Övningarna 11.3(b), 10.5(b)) 

(f) Vi kan använda (11.23) och resultat från Övning 11.3(a) 

(g) Vi kan använda bac-cab regeln, (11.23) och resultat från Övning 11.3(b) 

(h) Vi använder (11.18) och noterar att 𝑟̅ = (𝑥, 𝑦, 𝑧). 

 

Övning 11.4. 

Vi vill att vektorn 𝐴̅ blir parallell med ortsvektorn 𝑟̅. Vi måste alltså beräkna k så att 𝐴̅ × 𝑟̅ = 0. Först 

kan vi använda (11.23) för att förenkla 𝐴̅ och (10.61) för att beräkna gradienten av 𝑟𝑘. Med (11.25) kan 

vi beräkna rotationen av  𝑟̅ × 𝑐̅. 

 

Övning 11.5.  

Vi börjar med att notera att vi kan skriva integranden med hjälp av bac-cab-regeln; 

 ( ) ( ) ( )r B dr B r dr B r dr  =  −   

Vi kan dessvärre inte använda Stokes’ sats ännu, eftersom integranden inte är av typen 𝑣̅ ∙ 𝑑𝑟̅. Men vi 

kan använda i-komponenten för att erhålla en integrand med rätt form för Stokes’ sats. 

Använd 

 ( ) ( )A A A   =   +   

och Övning 11.3(b). 
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Övning 11.6.  

Elektriska fältet 𝐸̅ har den skalära potentialen Φ, och det magnetiska fältet 𝐵̅ har vektorpotentialen 𝐴̅.  

Så vi kan skriva 

 
E

B A

= 

= 
 

(a). Φ(𝑟̅) = Φ0 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡. Med hjälp av (11.22) och Gauss’ sats kan vi få en volymsintegral för  𝐵̅. 

Sedan kan vi använda att 𝐵̅ = ∇ × 𝐴̅ och (11.16). 

(b). 𝐸̅ är parallell med normalen 𝑛̂ överallt på 𝑆. Så vi kan skriva 𝐸̅ × 𝑑𝑆̅ = 0̅ på ytan 𝑆. Använd (11.24), 

Gauss’ sats och 𝐸̅ = ∇Φ med (11.15) för att få en integral över 𝐸̅ × 𝑑𝑆̅. 

 (c). 𝐵̅ är vinkelrät mot  𝑛̂ överallt på 𝑆. Så vi kan skriva 𝐵̅ ∙ 𝑑𝑆̅ = 0 på ytan 𝑆. Med hjälp av (11.22) och 

Gauss’sats fås en integral av 𝐵̅ ∙ 𝑑𝑆̅. 

Övning 11.7.  

(a) Använd nablaräkning och bac-cab regeln.  

(b) Beräkna direkt i kartesiska koordinater. 

 

Övning 11.8.  

Vi använder nablaräkning och (11.23) flera gånger. En början är 

( )( )
( )( )3 3

1

vektorskalär
vektorskalär

vektor
skalär skalär

a r b r
a r b r

r r

   
    
  =    
   
    

 

Övning 11.9.  

För att 𝐴̅ ska vara en vektorpotential för 𝐵̅0 måste vi ha 𝐵̅0 = ∇ × 𝐴̅. Beräkna alltså rotationen med 

nablaräkning. 

Övning 11.10.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte är sluten. Men ytan kan slutas med hjälp av 

att vi inför en ny yta S*; 

2 2 2

0

*:

ˆ ˆ
z

z

S x y R

n e

=


+ 
 = −

 

På den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats användas. Därefetr subtraheras flödet som beräknats på S*. 

Formellt blir detta A =  , där vi har 

 
* * * *S S S S S S S

A dS A dS A dS A dS A dS A dS
+

 =  +  −  =  −        
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Därefter tillämpas Gauss’ sats och divergensen beräknas med hjälp av nablaräkning. Integralen löses 

enkelt med parametriseringen 

 

cos

sin

: 0

: 0 2

x

y

R

dS d d

 

 



 

  

=


=


→
 →

=

 

Övning 11.11.  

Gauss’ sats kan tillämpas eftersom singulariteten i origo ligger utanför ytan. Så med hjälp av Gauss’ 

sats (8.4) kan vi skriva 

S V

A dS AdV =    

Först måste divergensen beräknas med hjälp av (11.22). Notera att kan vi skriva 

2 2    =   . 

Övning 11.12.  

Vi börjar med (11.24): 

( ) ( ) ( )
vektor vektor

A r a r b r

 
   =     
 
 

 

som ger oss två rotationer. Dessa kan beräknas med (11.25) och med användning av att 𝑎̅ och 𝑏̅ är 

konstanta vektorer (vars derivator ger noll). 

Övning 11.13.  

Vi kan använda Stokes’ sats 

( ) ( )
C S

A r dr A r dS  =      

Först beräknas rotationen varefter hjälp tas från Övning 11.12. Men notera att 𝐴̅ är inte en konstant 

vektor, så derivatorna är inte noll; ( )r A  och ( )r A  måste beräknas. Detta görs genom direkt 

räkning. 

Övning 11.14.  

Vi ska beräkna ( ) ( )r r   +   . Vi börjar med den första termen och använder (11.25). 

Notera att ( )a r a = . För den andra termen kan vi använda (11.26).  
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Övning 11.15.  

Vi kan beräkna de två fälten med (11.18). 

( )

( )

A B

B A




 

Dessa ska vara ortogonala, det vill säga 

( )( ) ( )( ) 0A B B A   =  

Om vi betraktar punkten 𝑃: (1,2,3), blir ekvationen ovan ganska enkel. Vi får 23 5 2 0b b− + − = . 

Kapitel 12–13  

Övning 12.1. Vi använder 

 j ja b a b =  

 ( ) ijk j ki
a v a v =  

 ,i  =  

 ( ) ,ijk k ji
a a =  

 ,i iA A =  

 

Övning 12.2.  

Först skrivs uttrycket med indexnotation. Därefter används (12.17) och (12.19): 

 
ijk klm il jm im jl     = −  

 il l ib b =  

 

Övning 12.3. Använd (12.17) och (12.19): 

Övning 12.4. Använd (12.17), (12.19), (12.20) och (12.21) 

Övning 12.5. Använd (12.17), (12.19), (12.20) och (12.21) 

 

Övning 12.6.  

Detta är en avancerad övning som innehåller allt vi har lärt oss i detta kapitel. 

Först behöver vi uttrycka integranden ( )r r dr   med hjälp av indexnotation varefter vi använder 

(12.17) och (12.19): 

 
ijk klm il jm im jl     = −  

 il l ib b =  

för att få ( ) 2

i m m ii
r r dr rr dr r dr  = −    

Därefter kan Stokes’ sats användas för att transformera cirkulationen till en flödesintegral. Med 

indexnotation kan Stokes’ sats skrivas som 
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,= j j jkl l k j

L S

A dr A dS  

Eftersom integranden är en vektor, använder vi satsen för en i-komponent i taget.  

I lösningen behöver vi använda också ,i j ijr =  och ˆ=  =i i i ir e v e v . 

Problemet löses med fördel med hjälp av integralsatser; se Övning 15.7. 

Kapitel 14 

Övning 14.1.  

Använd (14.3).  

(a) Använd (14.3) med 𝜙 = 𝑥2. 

(b) Använd (14.3) med 𝜙 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

(c) Använd (14.3) med 𝜙 = 1/𝑦2 

(d) Använd (14.3) med 𝜙 = 𝑥2𝑦2𝑧2 

 

Övning 14.2.  

(a) Använd (14.4) med 𝜙 = 𝜌2 

(b) Använd (14.4) med 𝜙 = 1/𝜌 

(c) Använd (14.4) med 𝜙 = 𝜌sin𝜑 

(d) Använd (14.4) med 𝜙 = 𝜌2cos2𝜑 + 𝑧2 

 

Övning 14.3.  

(a) Använd (14.5) med 𝜙 = 𝑟2 

(b) Använd (14.5) med 𝜙 = 𝑟sin2𝜃cos𝜑 

(c) Använd (14.5) med 𝜙 = 1/𝑟2 

 

Övning 14.4.  

Använd (14.12); ( ) ( )2 A A A =   −  . 

Vi behöver alltså beräkna gradienten, divergensen och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem 

med (10.43), (10.44) och (10.45). Vi kan också utnyttja övningarna 10.1, 10.2 och 10.3. 

 

Övning 14.5.  

Använd (14.12); ( ) ( )2 A A A =   −  . 

Vi behöver alltså beräkna gradienten, divergensen och rotationen i ett sfäriskt koordinatsystem med 

(10.61), (10.62) och (10.63). Vi kan också utnyttja övningarna 10.4, 10.5 och 10.6. 

 

Övning 14.6.  

Direkt beräkning kan användas. Först beräknas tidsderivatan av andra ordningen. Därefter används 

den vektoriella Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11). Notera att fältet endast har en z-

komponent, så vi behöver endast beräkna ( )2 ˆ
z zE e , eftersom övriga termer är noll. 
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Övning 14.7.  

Direkt beräkning kan användas. Först beräknas tidsderivatan av andra ordningen. Därefter används 

den vektoriella Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11). Uttrycket 𝐵0𝑒̂ kan skrivas som 

𝐵0𝑒̂ = 𝐵0𝑥𝑒̂𝑥 + 𝐵0𝑦𝑒̂𝑦 + 𝐵0𝑧𝑒̂𝑧, så x-komponenten av 𝐵̅ är 𝐵𝑥 = 𝐵0𝑥cos (𝑘̅ ∙ 𝑟̅ − 𝜔𝑡). Därefter 

beräknar vi x-komponenten associerad med den vektoriella Laplaceoperatorn. Övriga komponenter 

behandlas på motsvarande sätt. Notera att 𝑘̅ är en konstant vektor, så att 𝑘̅ ∙ 𝑟̅ = 𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧. 

Vidare gäller att |𝑘̅|
2

= 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2. 

 

Övning 14.8.  

Använd (14.12); 

 ( ) ( )2 A A A =   −   

och beräkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med (10.43)-

(10.45).  

 

Övning 14.9.  

Använd (14.12); 

 ( ) ( )2 A A A =   −   

och beräkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med (10.43)-

(10.45).  

Kapitel 15 

Övning 15.1.  

Vi kan använda Sats 15.1; ∯ 𝜙𝑑𝑆̅ 

𝑆
= ∭ ∇𝜙𝑑𝑉

 

𝑉
. 

Integralen ∭ 𝑑𝑉
 

𝑉
= 𝑉, som utgör volymen av elipsoiden, söks. Använd att basvektorerna i ett 

kartesiskt koordinatsystem är konstanta, så de kan flyttas utanför integraltecknet. 

 

Övning 15.2.  

Vi kan använda Sats 15.2; ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. Vi får 

 
S S V

A dS dS A AdV = −  = −     

Beräkna sedan rotationen av vektorfältet 𝐴̅ = 𝑒̂𝑟 (i ett sfäriskt koordinatsystem) med (10.63).  

 

Övning 15.3.  

Vi kan använda Sats 15.2; ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. Vi får 

 
S S V

A dS dS A AdV = −  = −     

Beräkna sedan rotationen av vektorfältet 𝐴̅ = 𝜔𝜌𝑒̂𝜑(i ett cylindriskt koordinatsystem) med (10.45). Vi 

söker integralen ∭ 𝑑𝑉
 

𝑉
 som utgör volymen av sfären. Använd att basvektorerna i ett kartesiskt 

koordinatsystem är konstanta, så de kan flyttas utanför integraltecknet. 
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Övning 15.4.  

Vi kan använda Sats 15.3; ∮ 𝜙𝑑𝑟̅
 

𝐿
= ∬ 𝑑𝑆̅ × ∇𝜙

 

𝑆
.  

Notera att kurvan är orienterad så att normalen till S är −𝑒̂𝑦. Därmed fås 𝑑𝑆̅ = −𝑒̂𝑦𝑑𝑆. Vidare kan vi 

utnyttja det faktum att basvektorerna i ett kartesiskt koordinatsystem är konstanta, så de kan flyttas 

utanför integraltecknet. 

 

Övning 15.5.  

Vi kan använda Sats 16.4; ∮ 𝑑𝑟̅ × 𝐴̅
 

𝐿
= ∬ 𝑑𝑆̅ × ∇ × 𝐴̅

 

𝑆
. 

Rotationen av vektorfältet 𝐴̅ = −𝜔𝑧𝑒̂𝑦 + 𝜔𝑦𝑒̂𝑧 kan beräknas med (9.3). Normalen till ytan är −𝑒̂𝑧 och 

arean av ellipsen är 𝜋𝑎𝑏. Därför fås 𝑑𝑆̅ = −𝑒̂𝑧𝑑𝑆.  

Notera att att basvektorerna i ett kartesiskt koordinatsystem är konstanta, så de kan flyttas utanför 

integraltecknet. 

 

Övning 15.6.  

Vi använder en av Gauss’ universalintegralsatser som lyder 

 
V S

dV dS =    

Men först måste vi bilda  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B B A A B  =  +  +   +    

och använda att 𝐴̅ = ∇Φ  för att skriva 

  ( ) ( ) ( )A r r A A r  =  +   

 

Övning 15.7.  

Vi kan börja med bac-cab regeln, se (1.14), för att skriva integranden som summan av skalärprodukter. 

Vi får två termer. På den ena termen kan vi använda Sats (15.3). För den andra termen kan vi 

skalärmultiplicera integralen med 𝑒̂𝑖 och notera att 𝑒̂𝑖 ∙ 𝑟̅ är en skalär och att (𝑒̂𝑖 ∙ 𝑟̅)𝑟̅ är en vektor. 

Därefter används den ”vanliga” Stokes’ sats. 

 

Övning 15.8.  

Ytan är sluten men vi kan inte använda den vanliga Gauss’ sats (8.4) eftersom vi ser en kryssprodukt, 

inte en skalärprodukt mellan integranden och 𝑑𝑆̅. Men vi kan använda Gauss’ generaliserade sats 

(15.2); ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. Notera att vi måste byta tecken; 

∯ 𝐴̅ × 𝑑𝑆̅
 

𝑆

= − ∭ ∇ × 𝐴̅𝑑𝑉

 

𝑉
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Övning 15.9.  

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt. Till att börja med hanterar vi i-komponenten av integralen 

genom att skalärmultiplicera med 𝑒̂𝑖 och därefter använda Stokes’ sats. Med nablaräkning och 

trippelprodukten fås att 

 ( ) ( )( )ˆ
L S

a r b dr a b n dS  =     

För normalen till nivåytan kan Sats 4.2 användas; 

 ( )n c r c=  =   =  

Kapitel 16.  

Övning 16.1.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Och vi kan inte direkt använda (16.5) eftersom fältet inte ser ut som (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. 

Men vi kan skriva integranden som summan av två termer; 

 
3

2 2

1 1
ˆ ˆ ˆ
r r r

r
e re e

r r

+
= +  

På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ sats, och på den andra termen kan vi tillämpa (16.5). 

Notera att ellipsoidens volym är 𝑉 =
4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐. 

 

Övning 16.2.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Vi kan inte heller använda (16.5) eftersom fältet inte ser ut som (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Vi 

kunde försöka att beräkna flödet direkt, genom att parametrisera ytan, men ytan är en ellipsoid vilket 

skulle ge komplicerade integraler. 

Men vi kan använda en teknik som liknar den som användes vid beviset av (16.5). Betrakta volymen V 

innanför ytan S och en liten sfär 𝑆𝜀 med centrum i origo, radie 𝜀 och volymen 𝑉𝜀 (se Figur l12). Därefter 

delar vi upp integralen i två delar. På den ena delen kan vi tillämpa Gauss’ sats, och för den andra kan 

vi beräkna flödet direkt (𝑆𝜀 är en sfär, så integralen är inte komplicerad).  

 

Övning 16.3.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innan ytan S). Vi kan inte heller använda (16.5) eftersom fältet inte ser ut som (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Men vi 

kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ sats; den 

andra termen hanteras med (16.5).  

Notera att volymen är en cylinder, men fältet är definierat i ett sfäriskt koordinatsystem. Använd att 

𝑟sin𝜃 = . 

 

Övning 16.4.  

Det första steget är att uttrycka vektorfältet med hjälp av basvektorerna. Eftersom 𝑝̅ = 𝑝0𝑒̂𝑧 och 𝑟̅ =

𝑟𝑒̂𝑟 har vi 

0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ cosz r z rp r p e re p re e p r  =  =  =
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Ytan är en halvsfär, så êz uttrycks enklast med sfäriska basvektorer. Notera att 𝑑𝑆̅ = 𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑒̂𝑟. 

Övning 16.5.  

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart på z-axeln och 

kurvan omger z-axeln. Och vi kan inte använda Sats (16.28) direkt eftersom fältet inte ser ut som 

(1/𝜌)𝑒̂𝜑. Men vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi 

tillämpa Stokes’ sats, på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.28).  

Notera att orienteringen av L i punkten x = a, y = 0, z = 0 är −𝑒̂𝑦. Kurvan genomlöps i negativa 𝑒̂𝜑-

riktningen och därför är N = -1 i (16.28). 

 

Övning 16.6.  

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart längs z-axeln 

och kurvan omger z-axeln. Och vi kan inte använda (16.5) direkt eftersom fältet inte ser ut som 

(1/𝜌)𝑒̂𝜑. Vi kunde försöka beräkna cirkulationen direkt, med parametrisering av kurvan, men kurvan 

är en ellips , vilket skulle resultera i komplicerade integraler. 

Men vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Stokes’ 

sats, på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.28): 

 
2

2 21 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA e e e e e    


  

 

+
= + = + +  

Notera att i punkten x = 0, y = 1, z = 0 har L tangentvektorn 𝑒̂𝑥. Kurvan genomlöps i negativa 𝑒̂𝜑-

riktningen och därför är N = -1 i (16.28). 

 

Övning 16.7.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart längs z-axeln. 

Och vi kan inte använda (16.5) direkt eftersom fältet inte ser ut som (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Eftersom vi inte kan 

använda (16.28) måste vi beräkna flödet, inte cirkulationen.  

Vi använder en teknik som liknar den som användes vid beviset av (16.5). Betrakta volymen V innanför 

ytan S och en liten yta 𝑆𝜀 med axel längs z-axeln, radie 𝜀 samt volymen 𝑉𝜀. Vi indelar integralen i två 

delar. På den ena kan vi tillämpa Gauss’ sats, för den andra delen kan flödet beräknas direkt. 

Dela sfären i två volymer, 𝑉0 och 𝑉𝜀, där 𝑉𝜀 utgör en cylindervolym. Vi har då 𝑉 = 𝑉0 + 𝑉𝜀. I 𝑉0 kan vi 

använda Gauss’ sats. Notera att ytan som definierar volymen 𝑉𝜀 är 𝑆𝜀 och de två små ytorna i toppen 

och botten av cylindern är 𝑆1 och 𝑆2. 

Vi kan nu skriva 𝑆 = 𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆𝜀 + 𝑆1 − 𝑆1 + 𝑆2 − 𝑆2= (𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆1 − 𝑆2) + (−𝑆𝜀 + 𝑆1 + 𝑆2). Ytan 

(𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆1 − 𝑆2) utgör randyta tilll 𝑉0. Ytan (−𝑆𝜀 + 𝑆1 + 𝑆2) utgör randyta till 𝑉𝜀. Integralen utgörs 

därmed av summan av fyra integraler. 

Två av dessa är i egentlig mening odefinierade eftersom integranden inte är begränsad på ytan. Vi kan 

emellertid beräkna integralerna med användning av gränsvärdet 

  
0

0

( ) lim ( )

a a

f x dx f x dx



→

=   
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Övning 16.8.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte kontinuerligt deriverbart i origo (som ligger 

innanför ytan S). Och vi kan inte använda (16.5) direkt eftersom fältet inte ser ut som (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Men vi 

kan skriva integranden som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ sats 

och på den andra termen kan vi tillämpa (16.5). 

Integralen beräknas enklast i kartesiska koordinater, där vi har 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2sin2𝜃 och 𝑧2 = 𝑟2cos2𝜃. 

Kapitel 17 

Övningar 17.1 och 17.3 

Vi ska lösa Poissons Ekvation (17.3); 

2

0

cV



 = −  

Vi kan beräkna det elektriska fältet från potentialen med hjälp av 

E V= − . 

På grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstätheten är konstant med avseende på 

z och , kommer lösningen endast att bero på 𝜌. Laplaceoperatorns derivator med avseende på z och 

 blir noll. Vidare beräknar vi det elektriska fältet med (10.43) för gradienten i cylindriska koordinater. 

Vi får fyra integrationskonstanter. En av dessa är noll, eftersom det elektriska fältet kan sättas lika med 

noll på axeln. De övriga integrationskonstanterna bestäms av följande villkor: 

(1) Det elektriska fältets kontinuitet i  =R: 

( ) ( )in outE R E R=
 

(2) Värdet av den elektrostatiska potentialen i  =R: 

0( )outV R V=
 

(3) Potentialens kontinuitet i  =R: 

( ) ( )in outV R V R=
 

Dessa tre ekvationer ger ett ekvationssystem för de tre okända b, c och d. 

 

Övningar 17.2 och 17.4 

Integrallösningen till Poissons ekvation (17.38) gäller under förutsättning att laddningstätheten går 

mot noll fortare än 1/|𝑟̅|2 då |𝑟̅| → ∞ och om lösningen går mot noll som 1/|𝑟̅| då |𝑟̅| → ∞. 

Uppfylls dessa villkor? 

 

Övning 17.5. 

Vi har att lösa Poissons ekvation (17.3); 

2

0

cV



 = −  

Dessutom ska vi beräkna det elektriska fältet från potentialen med hjälp av 

 

E V= − . 
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På grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstätheten är konstant med avseende på 

 och , kommer lösningen endast att bero på 𝑟. Laplaceoperatorns derivator med avseende på  och 

 är därmed noll. Vidare kan vi beräkna det elektriska fältet med (10.43) för gradienten i cylindriska 

koordinater. 

För elektriska fältet bör (10.61) användas för gradienten i sfäriska koordinater.  

Vi får fyra integrationskonstanter. En av dessa är noll, eftersom det elektriska fältet kan sättas lika med 

noll i origo. En konstant bestäms av villkoret lim
𝑟→∞

𝑉(𝑟) = 0. Återstår två integrationskonstanter att 

bestämma. Vi kan nu använda följande två villkor: 

(1) Det elektriska fältet är kontinuerligt i r = R: 

( ) ( )in outE R E R=
 

(2) Potentialen är kontinuerlig i r = R: 

( ) ( )in outV R V R=
 

Dessa två ekvationer ger ett ekvationssystem för de två okända konstanterna. 

Övningar 17.6 

Vi kan använda precis samma formalism som i Metod 1 vid lösningen av målproblemet. 

Övning 17.7.  

Vi ska lösa Poissons ekvation. På grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstätheten 

är konstant med avseende på  och  kommer lösningen endast att bero på 𝑟. Laplaceoperatorns 

derivator med avseende på  och  är därmed noll. Vi får fyra integrationskonstanter. En av dessa är 

noll, eftersom derivatan måste vara noll i sfärens centrum (alternativt inses att tätheten måste vara 

ändlig). En konstant fås genom antagandet  lim
𝑟→∞

𝑛𝑜𝑢𝑡(𝑟) = 0. Återstår två konstanter att bestämma. 

För dessa har vi två villkor: 

(1) Tätheten är kontinuerlig i r = R: 

( ) ( )in outn R n R=
 

(2) Värdet av tätheten i r = R: 

0( )outN R N=
 

Dessa två ekvationer ger ett ekvationssystem för de två okända konstanterna. 

Övning 17.8. 

Integrallösningen till Poissons ekvation ∇2𝜙 = 𝜌, d v s (17.38), utgörs av 

( )
( )'1

'
4 '

V

r
r dV

r r





= −

−  

där 𝑟̅ är ortsvektorn som identifierar punkten P i vilken vi vill beräkna det elektriska fältet, 𝜌(𝑟̅′) är en 

skalär funktion av 𝑟̅′ och 𝑉 är integrationsvolymen som utgörs av hela 𝑅3. Notera att vi vill lösa 

ekvationen ∇2𝑛𝐻𝑒 = −𝑆, så integrallösningen blir 

( )
( )'1

'
4 '

He

V

S r
n r dV

r r
=

−  

Vi kan här använda precis samma formalism som i Metod 1 vid lösningen av målproblemet. 
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Notera att i 𝑟 = 𝑅 gäller att tätheten är 𝑁0. Vi har alltså att 𝑛𝐻𝑒
𝑖𝑛 (𝑅) = 𝑁0. Detta ger ett uttryck för 𝑆0 

som kan substitueras i uttrycket för tätheten. 

Övning 17.9. 

Vi ska lösa Poissons ekvation i cylindriska koordinater. Använd (14.4) för att skriva Laplaceoperatorn i 

cylindriska kooridnater 

Vi vill att 𝜙 = 𝜌𝑠sin𝜑 utgör en lösning för något värde på 𝑠. Vi söker alltså ett 𝑠 som uppfyller 

( )2

4

3sin
sins 

 


 =  
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Appendix.  

 

Övning A.1. Det infinitesimala längdelementet 𝑑𝑙 har infinitesimala elektriska laddningen 𝑑𝑞 = 𝜆𝑑𝑙. Vi 

behöver uttrycka 𝑑𝑙. Geometrin är cylindriskt symmetrisk, så kan vi använda ett cylindriskt 

koordinatsystem (se 3.9). Därefter kan vi integrera 𝑑𝑞. 

Övning A.2. Det infinitesimala ytelementet 𝑑𝑆 har infinitesimala massan 𝑑𝑚 = 𝜎𝑑𝑆. Vi behöver 

uttrycka 𝑑𝑆. Geometrin är cylindriskt symmetrisk, så kan vi använda ett cylindriskt 

koordinatsystem (se 3.9). Därefter kan vi integrera 𝑑𝑚. 

Övning A.3. Det infinitesimala ytelementet 𝑑𝑆 har infinitesimala elektriska laddningen 𝑑𝑞 = 𝜎𝑑𝑆. Vi 

behöver uttrycka 𝑑𝑆. Geometrin är sfäriskt symmetrisk, så kan vi använda ett sfäriskt 

koordinatsystem (se 3.15). Därefter kan vi integrera 𝑑𝑞. 

Övning A.4. Det infinitesimala volymelementet 𝑑𝑉 har infinitesimala elektriska laddningen 𝑑𝑞 = 𝜌𝑐𝑑𝑉. 

Vi behöver först uttrycka 𝑑𝑉. Geometrin är cylindriskt symmetrisk, så kan vi använda ett 

cylindriskt koordinatsystem (se 3.9). Därefter kan vi integrera 𝑑𝑞. 

Övning A.5. Det infinitesimala volymelementet 𝑑𝑉 har infinitesimala elektriska laddningen 𝑑𝑞 = 𝜌𝑐𝑑𝑉. 

Vi behöver först uttrycka 𝑑𝑉. Geometrin är sfäriskt symmetrisk, så kan vi använda ett 

sfäriskt koordinatsystem (se 3.15). Därefter kan vi integrera 𝑑𝑞. 

Övning A.6. Föremålet har cylindrisk geometri, så vi kan använda ett cylindriskt koordinatsystem. 

Därefter kan vi skriva uttryck för 𝑟̅ och 𝑟̅′ och beräkna 𝑟̅ − 𝑟̅′ och |𝑟̅ − 𝑟̅′|. Vi skriver 𝑑𝑙′̅ i 

cylinderkoordinater (se 3.9) och beräknar kryssproduktken 𝑑𝑙′̅ × (𝑟̅ − 𝑟̅′), se Avsnitt 3.3. 

Därmed har vi allt som behövs för att integrera. 

Övning A.7. Föremålet har cylindrisk geometri, så vi kan använda ett cylindriskt koordinatsystem. I 

cylinderkoordinater kan vi använda (3.9) för att skriva 𝑑𝑙′̅. Därefter beräknar vi 

kryssprodukten 𝑑𝑙′̅ × 𝐵̅, se Avsnitt 3.3. Därmed har vi allt som behövs för att integrera. 

Övning A.8. Föremålet har cylindrisk geometri, så vi kan använda ett cylindriskt koordinatsystem. I 

cylinderkoordinater kan vi använda (3.9) för att skriva 𝑑𝑆′. Därefter skriver vi uttryck för 𝑟̅ 

och 𝑟̅′ för att beräkna 𝑟̅ − 𝑟̅′ och |𝑟̅ − 𝑟̅′|. Därmed har vi allt som behövs för att integrera. 

Övning A.9. Det infinitesimala längdelementet 𝑑𝑙 har infinitesimala elektriska laddningen 𝑑𝑞 = 𝜆𝑑𝑙. Vi 

behöver uttrycka 𝑑𝑙. Geometrin är cylindriskt symmetrisk, så kan vi använda ett cylindriskt 

koordinatsystem (se 3.9). Med 𝑑𝑞 kan vi beräkna 𝑑𝐹̅ = 𝐸̅𝑑𝑞 och därefter integrera. 

Övning A.10. Se A.6, men använd andra integrationsgränser. 

Övning A.11. Se A.8, men använd sfärisk symmetri. 

Övning A.12. Se A.8. 


