Kapitel 1

Ovning 1.1.
Vektorn U = aé, + bé,, + cé, har x-komponent a, y-komponent b och z-komponent c. Vi kan alltsa

skriva ¥ = (a, b, ¢)

(b) V=3¢ +2¢ = V=302

(c) V=48 +2¢ = v=(0,4,2)

(d) V=singé, +coseé, +€, = V =(sing,1,cosy)
)

(e) V=cosgg, +2sin¢k, = V =(cos¢,0,2sing)

() V=rcosgé, +rsinge, = V=(rsing,rcosg,O0)

Ovning 1.2.

Absolutvardet av en vektor kan berdknas med (1.2). Vi har

(@) V=28, = [V|=40"+2"+0%=2

(b) V=36+28, = [V|=+32+0%+2°=413

(c) V=48 +2¢ = [V|= 02+42+22 =420

(d) V=singé +cosgé, +&, = |\7|:\/sin2(p+12+coszgo:\/1+1:\/§

V =Cos @€, +2sin @€,
(e)

= V|= \/(cos go)2 +07 +(2sin go)2 = \/cosz p+4sin?p = \/1+ 3sin ¢

(f) V=rcosgé, +rsingpé, = |\7|:\/(rsingo)2+(rc05go)2+02:\/rz(sin2¢+cosz¢):r

Ovning 1.3.
Enhetsvektorn ¥ kan berdknas med (1.2); ¥ = v/|7|.

Vi har

(@) V=26, = 0=V/V|=¢
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(b) V=38+26 = V=V/V

(c) V=46 +26 = V=V/[V|=— = -

(d) V=sIinge, +Cosge, +€, = V= N
COS @&, + 2sin g€,

J1+3sin?p

_ rcosgé +rsingé,

(e) V =cosge, +2sin g€, = V=

<

(f) V=rcosgé +rsingé, = - =CoS €, +sin g€,

Ovning 1.4.
(a) a=Vv+w=26 +é, —€ =6 +

y
(b) b=V-W=28 —6 +& =36 —¢

x ~ €y +€ =€, €,
VW 26,-(6,-6,)
; “‘arc°°{|w|w|j=ar“°{ Va2 J
= arccos(_—zj = arccos(——J _.3
242 2 4
Ovning 1.5.
() a=V+W=26 +6, +36 =36, +38,
(b) b=V-W=26 -6 -36 =¢,-36
©) a= arccos( v-W ] - arcco{MJ _
V11 Ja10

= arccos(

5 Jl_oj =arccos (%)

Ovning 1.6.

(a) @=V+W=pCosgl, +psingé +& = pcospl, +(psinp+1)é

med p = 1loch @ =m/2vihar @ =2¢,

(b) b=V-W=pcosgl +psinpé, —€, = pcoseé, +(psinp-1)¢,
med p = 1 och ¢ = /2 vihar b=0

v-W (pcosepe, + psingé, )-¢
(c) «a =arccos| —— |=arccos
i p

J = arccos(sin ¢)

med p = 1 och ¢ = /2 har vi
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o = arccos (sin %) =arccos(1)=0

Ovning 1.7.

(a) @=V+W=pCcosgé +psingé +6 = pcosgé +(psinp+1)é
medp =1ochg = —mharvia=—€, +¢

(b) b =V-W=pcospé +psingé, —&, = pcospé, +(psing-1)&,

A

medp = 1och g = —mharvi b =—§, -

<I

(pcosepe, + psingé, )-¢
e,

() a= arccos( J = arccos = arccos(sin ¢)

V1wl
med p = 1 och ¢ = —m har vi

a= arccos(sin (—72')) =arccos(0) = %

Ovning 1.8.
() a=6,, b=6+6 = a-b=6-(6+6)=6-6+66=1
=1 -0
(b) a=6, Db=38+26-26 =
= a-b=6(36,+26 -28,)=3¢,6 +26,-6 —26,-6 =2
=0 =0 =1
(c) a=¢€ +€, b=¢€ +¢ =
= a-b=(6+6)(6+6)=6-6+6-6+6 6 +8 6 =1
=0 =0 =1 -0
(d) a=6 +26 b=¢-6 =

+
N
D>
P
D>

(e) @=pcosgé, +psingé, b=¢ =

= a-b=(pcospé, +psingk, )6 = pcosp§, -6, +psingé, -6, = pcose

-1 -0
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(f) @=pcosgé +psingd,, b=—psingé +pcospé, =
= a-b=(pcosgé +psingt, )-(—psingé, + pcosge, )=
=—p?cospsingé, -6 + p’cos’ b & —p’sin®pé -6 +
=1 =0 =0
+p?cospsinpé, -é =
=1

=—p°Ccosgsing+ p*cospsing =0

(g) Vektorernai (f) ar vinkelrata darfor att skalarprodukten ar noll.

Ovning 1.9.
o N - ] a-b
Projektionen av vektorn @ langs riktningen av vektorn b kan berdknas med (1.9); &, = —‘5‘
_ _ a-b (€ +26 )€ o
(a) a=ex+2ey, b=¢6 = a=-— (X Ay) A o
b] é, 1

(b) a=6 +6, b=6 = a=-=-2—""2="=1
.
(c) a=¢6 +€, b=¢ +¢ =
=0 =0 =1 =0
o, ab _(6+e)(6+8) &6 re 6188466 1
AL L2 _ -
b 6, +€, JE+L 2
(d) a=36+26,-6, b=¢ =
=0 =0 =1
a-b (36,+26,-6)6 36.6+26-6 66
- a_b: — = ~ = :—1
‘b‘ é, 1
(e) a=cosgé +singé,, b=6 =
=0 =1
_a-b_(cospé +singe,)-€, cosgé, -6, +sinpé, -6,
= a="—--= - = =sing
b] é 1
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() a=pcoseé +psingé, b=¢+6 =

L o g‘? (pcosgé, + psingé, )-(6, +6,)

=1 =0 =0 =1
_ pCosgpe, - +pcospe, -6 +psinge -6 +psingé -6

2

cos@+Ssing

(8) a=§€,+4€ +26, b=¢-¢ =
N ab:g.ﬁz(éz+4é +28)(6,-¢) 21 1
‘b‘ éy _éz 12 +(_1)2 \/E

(hy a=6 +46 +28, b="L-—" =

. A A éy_éz
(i) Eftersomeé, —é,oc 72

Ovning 1.10.
Avstandet mellan tva punkter P och Q kan berdknas med cosinussatsen, Avsnitt (1.4);

L= \/r—r r—r

Vi far

(c) Vinkeln azmellan 7 och 7' &r /4. Med cosinussatsen fas

L=|r[* +[7 1" —2[F]|F {cos
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Fl=2
a=mxl2
S3,

L:\/12+22—2-1-2cos% —=5-22

Ovning 1.11.
Kryssprodukten kan beraknas med (1.12). Det &r dock ofta enklare att anvdanda (1.13).

(a) @=6,, b=¢+6 = axb=6x(6+6)=6x¢+6xE =6
=7éy €,

(b) a=¢, b=6-6 = axb=6x(6-6)=6x6-6x6=-
=8, é,

(c) a=6,+6, b=26-¢,

= éxb:((§X+Ay)><(2éy—éZ =
=26 x6 —€ x€ +2€ x6 —€ x€ =26 +€ —€
—
=€; =& =0 =€y
(d) a=6,+6,+6, b=¢

() a=pcosgé, +psingé, b=¢
= ész(pCOSgpéx+psin(péy)xéz:

= pCoSpe x€ + psinpé x€ = psingé — pcospe,

=€ =€,

(8) a=-—psinge +pcospe,, b=¢

= axb=(-psingé, +pcosps, )xé, =

=—psinpe x€, + pcospe x€, = pcospe, + psinge,

=€y =€,
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(h) @=pcosgl, +psingé,, b =—psingé +pcosepe,
= axb =(pcospé, + psingé, )x(-psinpé, + pcosepé, )=
=—p’cospsingé, xé + p®cos’ pé xé —
=0 =6,
+p’sin® @@, x& + p’sinpcospé xé =
[N —7

:_éz =0

= p?cos’ pé, + p’sin’ pé, = p* (Cos2 @+sin’ (o)éz =p’

z

Ovning 1.12.

Riktningen d &r inte normerad. Vi far 7 = || CZ/lCZ|.

V|=3m/s

d‘: - X y z
q- 3
\7:|\7|%:3ex+2e +ee, =(6,+26,+26,)m/s

Ovning 1.13.
Riktningen d &r inte normerad. Vi far [ = 1d/|d|.

| =2m

G-t v, = [d|=VEsE=y2[~
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Kapitel 2

Ovning 2.1.

(a) V =2%6 + yxé, +2x*¢,

dv  d(z%6, +yxé, +2x°¢,)

dz? . dyx, dzx*, . .
=—=¢€ +——¢ + €, = yé, +2xz€,
dx dx dx dx ¥ d Y

=0 =y =2xz

(b) V.=cos ¢, +singé, + ¢k,

dv  d(cosgé, +singé +¢8,) dcosp . dsing, do.
= = ex+ ey+_eZ:
do de do do do
—
=-sing =C0os¢ =1
= —sin €, +Cospé, +§,
(c) T=t%6,+2t6, +4(t>—t*)cos ok,
dF d(tzéx+2téy+4(t3—t2)c03¢éz)
dt dt -
2 d(4(t®—t*)cose
S (4(e-t) )ézzzmx+2q4{1mz—&)am¢@
dt dt dt
dor (2t +26, +(12t* ~8t)cos e, |
dt? dt -
d(2t), d2,. d(12t°-8t)
= € +—8 +————~Ccospé, =28 +(24t—8)cospé
d ~ dt”’ dt P8, =28+ ( Joos e,
Ovning 2.2.
r=x6 +ye, med Xx=pcose, y=psing

T = pcosge, + psinge,
dF d(X6,+Y&) dx. dy.
(a) =— - ~—¢

a_ = Ve e
dx dx dx * dx ¥
=1 =0
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dr d(pc05¢éx+psingoéy) B d(pCOqu)é +d(,osinqo)é B
dp do T de g de y

=—psinge, + pCcos g,

(b)

r d(ocosqé sin pé i
" dar (,0 e +p (Dey) d(pCOS(p)é+d(pS|n(p)é

= = COS @€, +Sin pé
dF d(pcoseé, +psingé )
@ —= =0
dz dz
Ovning 2.3.

r=x6 +yé, med x=-psing, y=pcose
T =—psingé, + pcosge,

dp d T T de
=—pCoSgé, — psinge,

+ d(—psSingé + pcospé i
(@ ar (P pet+p ¢ey) _,Odsm(pé +pdcos<oé

dr d (—pSiMDéx +,0005€0éy) __d,osingoé N d,ocosgoé

dp dp dp *  dp "’
= —sin €, +Ccospe,

(b)

Ovning 2.4.

V = pcosgg, + psin g,
W=2¢, +§,

(a) V-W=(pcosgé, +psingk, )-(26, +€,)=
=2pCos@e, -6, +pCospé €, +2psingé -€ +psinpe -€ =
=0 =0 =1 =0

=2psing

d (\7-V_V) _ d (Zpsm gp) 20080
do do
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(b) VxW=(pcosg, +psing, )x(26, +€,)=
=2pCosp€ x€, + pCospe, x€ +2psinpe x€ + psinpe x€, =
=4, =& =0 =6,

= pSingé, — pcospe, +2pCosge,

d(vxw) d(psingé, —pcospé, +2pcosgpd, )
dp d B
d( osi
_ (pSIngo)éx_d(pCOS(p)é +d(2pcosgo)é ~
de dp de
= pCOS@e, + psSingpe —2psin pé,

;=

( d(Vx W) d(psin¢éx—pc03¢éy+2pcos¢éz)
C =

=sin @€, —Cos@é, +2Cc0s pé
dp dp Q)ex Q)ey Q)ez
Ovning 2.4.
V =Yyé +Xy€,
2 X 2
_[vdy Iye +xyé, )dy = jyedy+jxyedy ejydy+eJ'xydy—_ +2 8 +c

2
1 1 1 1 X2 1
(b) _([\7 dx:!(yéX +xyéz)dx:éx!:ydx+éz.([xy dx=éx[xy]2+éZ {Tyl = Y6, +%é

Ovning 2.5.

T = pcosge, + psin €,

V4

=]€(pcos(péx+psingoéy)d(p I pcosp)dp+é ][. (psing)d
0 0

L
O N
=l
o

o

=6, [psing] 7 ~8,[poose]’ =—p, [-1-1] =28,

7l2 7l2 72 7l2

(b) J.ngo: '[(pCOS(oéX+psin(péy)d(o:éx J‘ (pcosp)dp+é, I (psing)de =
0 0 0 0

=&, [psing] 7"~ [pcose]’ " = pé [1-0]- &, [0-1] = pé, + pé,
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(c) |Fdp=

O ey
o'—.m
o'—.m

(pcosgé, + psingé, )dp =8, [(pcosp)d JZ‘
0

pSIﬂgp

27P=2 27P=2
| P . A p A LA
= COS €, {E } +sin e, {E } =2C0S @€, +25In ¢e,
p=0 p=0
Ovning 2.6.
V=E¢

W= pCOS @€, + psin e,

(a) VxW=6,x(pcosg, +psinge, )=
= pCosS@é, x€ + psin €, x€ =—psingé + pcosgpe,

ﬁjx_z(vxv_\/)d(p: ”JI-Z(_psin @e, +pCOS¢)éy)d(/):
0 0
zl2 zl2

=&, | (-psing)do+é, .[ (pcosg)dp =

o'—.

—pé, [—Cosgo]o + pé, [sin q)]o =—pé + pé,

(b) Wx =(pc03¢>ex+psm(pey)><e = psingé, — pcosge,

,T(va)d(/’Zj(psingoéx —pcos¢éy)d¢:
0

J(psm(p dp+é J —pcosp)de =
0 0
e

= pé,[-cosp]’ - pé, [sing] =208,
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Kapitel 3

CYLINDRISKT KOORDINATSYSTEM

Ovning 3.1.

Se Figur L1.

Ovning 3.2.

Se Figur L1. For att berdkna é,+ &, kan vi 6verga till ett kartesiskt koordinatsystem:

ep
€

Vi maste darefter berdkna vinkeln ¢ i varje punkt.

Figur L1. 6vningar 3.2 och 3.2

= COS @€, +Sin e,
—sin g€, +cos pé,

I punkten x=1, y=1,z=0harvi @ = n/4. Darmed fas

A A T . T A . T T
€,+€,=| COS——SIN— €, +| SIN—+COS—
4 4 4 4

-7

=0

y :\/EAy
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I punkten x=-1,y=0,z=0 harvi¢@ = m. Darmed fas

€, +€, =(cosz—sinz)é +(sinz+cosz)é =—6 —§€

=1 =1

I punkten x=1,y=-1,z=0 harvi¢@ = —m/4. Darmed fas

e, +€,= (cos(—%)—sin(—%néx +(sin(—%)+cos[—%)jéy =28,

=\2/2-(—\212)=\2 =—212+2/2=0
Ovning 3.3.
(@) v=¢, = (0,0,1)
(b) V=2¢, = (2,0,0)

(c) V=cospé, = (0,cos¢,0)

(d) V=singé +2¢,-€ = (sing,—12)

(e) V=p€ +2p6, = (p.2p,0)
Ovning 3.4.

Basvektorerna i ett cylindriskt koordinatsystem &ar ortonormerade, sa vi kan berdkna skalarprodukten
och kryssprodukten utifran deras komponenter med anvandning av liknande regler som for kartesiska
koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3.

Vi kan ocksa bestimma komponenterna och berakna produkter med (3.23) och (3.25).

Om vi alternativt anvdander komponenterna kan vi skriva
(26,-6,+6,)-(6,+26,-26,)=(2-11)-(1,2,-2) =2x1-1x2+1x(-2) =2

o
D>
A
X
—_~
D>
S}
+
D>
N
~
Il
D>
b
X
D>
S}
+
D>
A
X
D>
N
Il
D>
~
|
D>
S}
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(e) (26,+6,)x(36,+6,)=

o)

=6€ x€,+2€ x€, +3€,xe +€ x€ =-3¢ +€ +6€,
3 0 =—€ é
=6 = =€ =i

i

Z

(f) (26,-6,+6,)x(6,+26,-2¢,)=

=2€ xe +4¢e xe —4e xe€ —€ x€ —2€ x€, +
— — — —— —
=0 =8, =8, ——§, =0
+28,x6,+6,x6, +26,x6,—26,x6 =5(6,+¢,)

A %f_J ~
=@ —é =8 =0

Om vi alternativt anvdander komponenterna kan vi skriva

A A A

e € e
P [ z
(26,-6,+6,)x(6,+26,-26,)=(2 -1 1|=(2-2)8,+(1+4)6,+(4+1)¢,=5(¢,+¢,)
1 2 -2
Ovning 3.5.

Vi kan integrera differentialelementen som definieras i 3.9 med anvandning av lampliga integrations-
granser.

_7R
8

h o7/8 =8 7hR
S,=[ [ Rdedz=hR[p]; -5

I8 I8 7l
L, =" di=["Rdp=R[g];"

4

S J‘R J-;z/S ded J‘R [ ]71'/8 d J-R T q ﬂ'{pzT RZ—(R—C)Z
R-cJO R-c 0 R-c 8 gl 2 g T
2 (b )2
v :Johj:_cjzlgpd(/’dpdz =nhm

16
Ovning 3.6.

(a) Basvektorn &, beror inte av z-variabeln, sa kan vi flytta é, utanfér integralen:

1

1 1 7 1
IZpepdz :pepjzdz = p€, [?} =§pep
0 0 0

(b) Basvektorn &, beror pa g-variabeln, sa vi kan inte flytta é, utanfér integralen. Vi uttrycker nu

€, med kartesiska basvektorer. Med uttrycket (3.5) fas

€, = Cosgé, +singé,
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TZpépdgo =]{Zp(COS¢éX +singé, )dop = z,o]i(coswéX +sinpé, )dg =
0 0 0

= ZpJ.COSgoéxd(o+ ZpISin @€, do = ZpéXJ.COS(pdgo+ ZpéyJ.sin pdp =
0 0 0 0

=2p8 [sing] +zpé, [-cosp], =2zp8,
%/_/ %,_J

=0 =2

(c) Basvektorn é(p beror inte pa p-variabeln, sa vi kan flytta é(p utanfor integralen:

1 1 2 T
'[p cos g€, d p =cos goé¢'[pdp =COS €, {%} = %cos @€,
0 0

0

(d) Basvektorn &, beror pa ¢-variabeln sa vi kan inte flytta &, utanfor integralen, men vi kan
uttrycka &, med kartesiska basvektorer. Med uttrycket (3.5) kan vi da skriva

€, =—singé, +coseé,

]EpCOS(oé(pdgo = ]z.pCOS(D(—Sin 96, +Cospé, )dg =
0 0
- pT(—COS(psin 98, +cos” ) do =
0

= —péxfc03¢sin ¢d¢+péyj'cosz pde =
0 0

Jcos?o ] T sinzﬂ” T,
= pé +pb | =+ == pé
Px{ 5 l Py|:2 i 2Py

| ——

=0 =rl2

Ovning 3.7.

Se Figur L2. Notera att i punkten x=-1, y=1, z= 0 och i punkten x =0, y = -1, z=0 ligger
basvektorerna &, och é, i xy-planet.
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3>

Figur L2. 6vning 3.7

Om vi vill berdkna &,+ &, i ett kartesiskt koordinatsystem maste vi uttrycka é, och é, med kartesiska

basvektorer. Om vi anvander (3.13) kan vi skriva
€, =singcos e, +singsin €, +cosoe,
€, =—singé, +cosgpé,
€ +€,=singcospé, +sindsingpé +cosHe, —sin €, +cos e,
Darefter berdknar vi vinklarna 8 och ¢.
I punktenx=-1,y=1,z=0harvif =mn/2 och ¢ = 31/4.5a
A A T 3r,  .om .. 3T, T . 37
6 +6, =sin-cos~-6, +sin-sin=-6 +Ccos—8,—sin=-§, +cos—e SENY
2 4 2 4 2 4
— — S %/—/
= 2 =2 22 =0 212 212
I punktenx=0,y=1,z=0harvid =mn/2 och ¢ = 3m/2.53
. A . 3z . . m . 31, T, . 37T, 3r . L 4
€ +€,=sin—-cos—¢&, +sin—sin—¢@ +cos—¢, —sin—¢, +cos—§& =€ —¢€
2 2 2 2 2 2 2

—
=1 =0 =1 =1 =0 =1 0

Ovning 3.8.

Se Figur L3. Notera atti punktenx=0, y=1, z=1 och i punktenx=0, y =-1, z=-1 ligger
basvektorerna é, och éy i yz-planet.
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Figur L3. 6vning 3.8

Om vi vill berdkna é,.+ &y i ett kartesiskt koordinatsystem maste vi uttrycka é, och ég med kartesiska
basvektorer. Om vi anvander uttrycket (3.13) kan vi skriva

€, =singdcos e, +sindsin g€, +cos o€,
€, =C0sdcos pe, +Ccosdsinpe, —sin o€,

é +&, =(sinfcosp+cosdcosp)é +(sindsinp+cosdsinp)é, +(cosd—sind)e,

Darefter maste vi berdkna vinklarna 8 och ¢.

I punkten x=0,y=1,z=1harvif@ =mn/4ochp =n/2.53,

A A /2 T T T )| A
e +e, :(S”] ZCOSE-’_COSZCOSEJGX +

=0
+| sin=sin =+ cos—sin— |é_ +| cos——sin— |é :\/EA
( 4 2 4 2) y ( 4 4] ‘ y

[
NG 0

| punkten x=0, y=-1,z=-1harvi8 = 3n/4 och ¢ = 3m/2.S3

A . 3T 3 3 37 ) .
é +€,=| sin=—cos— +Ccos—Cos— | +
2 4 2

=0
. 37 . 3w 3r . 3r). 3 . 3r). A
+| SIn—SIN — + CO0S—SINn — ey+ COS——SIn— eZ:—\/iz
4 4 2 4 4

=0 =2
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Ovning 3.9.

(@) v=¢ = (1,0,0)

(b) V=28, = (0,0,2)

(c) V=cospé, = (0,cos¢,0)
(d) V=26 +2¢ -6, = (2,-1,2)

() V=ré +rcosgé, = (r,0,rcosd)

Ovning 3.10.

Basvektorerna i ett sfariskt koordinatsystem &r ortonormerade, sa vi kan berakna skalarprodukten och
kryssprodukten utifran deras komponenter med anvandning av liknande regler som for kartesiska
koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3.

(a) €,-(26, +6,+26,)=26,-6 +€,-6,+26,-6,=1
=0 =1 =0

Eller, om vi anvander komponenterna: €, -(Zér +€,+ 2ég) =(0,0,1)-(2,21)=1

(b) (38, +26,)-(6,+26,) =36 -6,+66 -6,+26,-6,+46,-8, =2
=0 =0 =1 -0

Eller, om vi anvinder komponenterna: (3ér + 2é9)-(é0 + 26 ) = (3, 2, O)-(O,l, 2) =2

[4

(c) &-(6,+26,~rcos0é )=6 -é,+26 -6, —rcosfé, -6 =—rcosd

=0 =0 =1

Eller, om vi anvander komponenterna:

6, -(6,+26,—rcos6€,)=(10,0)-(-rcos,1,2) =—rcosd

(d) 6, -(singé, +cosdsingé, ) =singpé, -6, +cosdsingé, -6 =sing

=1 =0

Eller, om vi anvander komponenterna:

8,-(sin g, +cossin g, ) =(0,0,1)-(cos Asin ,0,sin p) =sin
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(e) 6,%(26, +€,+26,) =26, %6, +6,x6,+26,%x6,=—26 +26,
=€ 0 é

Eller, om vi anvander komponenterna:

D>
R

s .
r [

6,%(26,+6,+26,)=|0 0 1|=(0-2)¢ +(2-0)8,+(0-0)8, =26, +26,
2 2 1

() (36 +26,)x(6,+26,) =36 x&,+66 x6,+26,x6,+46,x6, =46 —66,+38,
5 v —

=€y =6 =0 é

Eller, om vi anvander komponenterna:

D>
<

— (4-0)8, +(0—6)8, +(3—-0)8, = 46, —66, + 38,

NN
N o P

€
(3¢, +26,)x(8,+26,)=|3
0

(8) 6 x(6,+26,—COSO8, ) =6, x6, + 26 x6, —COSOE, x& =—26,+86

=6, -6, =0

Eller, om vi anvander komponenterna:

& & &
6 x(8,+26,—cos08,)=| 1 0 0|=(0-0)§+(0-2)§,+(1-0)§, =-26,+€,
—cosd 1 2

(h) €,x (sm @€, +Ccososin pe, ) =singpe, x€, +cosOsinp€ x€ =cososinpe,
— N
=0 =6,

Eller, om vi anvander komponenterna:

e

§,%(singé, +cosfsingé, )=| 0 0 1 |=
cosdsing 0 sing

=(0-0)¢é, +(cos@sinp—0)€, +(0-0)€, = cossin e,

Ovning 3.11. Vi kan integrera differentialelementen som definieras i 3.15. Lampliga integrations-

granser maste valjas.
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Oy +718
° 7R

L= [ Rdo="3"
’ J -

7/10 :
B . _ mRsing,
l, = '([ Rsm@od(p—T

Vinoterar att langden [, beror av vinkeln 6,. Om vi betraktar volymen vid toppen av sfaren (det vill
sdga for 6y — 0), serviatt [, krymper mot 0.

718 /10

2 2
s,=[ | stinedgod@:%[—cose]%”m:T; (cos@, —cos(6, +7/8))

00
0 0

R 6y+7/8 /10

3 3
V= f f f r2sin@dpdodr = =~ (COS@O—COS(GO+7z/8))w
R-d 6 O 10

3

Ovning 3.12.

(@) Basvektorn é, beror inte av r-variabeln, sa vi kan flytta é, utanfor integralen:
1

1 1 2 A
[redr=¢frdr=e¢ || ==
) ! 2], 2

0

(b) Basvektorn é, beror pa E-variabeln, sa vi kan inte flytta é, utanfor integralen. Men vi kan
uttrycka é, med kartesiska basvektorer. Med (3.14) fas

€, =sindcos g€, +sinOsin g€, +cos e,

]Z'ré,d6?=jr(sin 0.cos pé, +sin Osin pé, +cos €, )do =
0 0

= I’COS(oéXJ-Sin 6d@+rsin goéyj‘sin 0do + réz.[cosé’de =
0 0 0

=rcospé, [-cosf] +rsingé [-cosd] +ré,[sing] =
=2 =2 =0

= 2r COS 6, + 2r'sin pé, = 2r (cos pé, +sin pé, )

Med ¢ = /2 fas

O =y N

ré,dg = 2r (cos gé, +sin (péy)‘ =2ré,

o=rl2
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Ovning 3.13.

Se Figur L4. For att berdkna é,+ &, kan vi uttrycka &, i ett kartesiskt koordinatsystem.

y F 3
ep /
ep +e,
€,
ep €.

v

Figur L4. Ovning 3.13
€, =cosgé +sinpé, = & +€ =(cosp+1)é +singé,
Sedan berdknar vi vinkeln ¢ i varje punkt:
Ix=1,y=1,z=0harvig =mn/4.53
A A 7 x o T o 2+2 , 2,
e,+e,=| cos—+1]e +sin—e, =\/——ex+£ey

4 4 2 2

I punkten x=-1,y=0,z=0harvip =m.S3

e, +6 =(cosz+1)é, +sinzé, =0
— =

Ovning 3.14.
(a) Skalarprodukten av en vektor 7 med é,. ar v-komponenten langs x-axeln; v,. Sa vi maste skriva

x-komponenten av é,. Fran (3.5) fas &, = cospé, + sin@é,,. Alltsa blir x--komponenten cos.
Med formler:

é,-6, =(cosgh, +singé, )-6 =cose

Men cosg = x//x% + y? = x/p, sa vi kan ocksa skriva
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(b) Skaldrprodukten av en vektor v med é, dr U -komponenten langs y-axeln, v,; Sd vi mdste
uttrycka y-komponenten av é,. Fran (3.5) fas é, = —sin@é, + cospé,. Alltsa blir y-
komponenten cos¢@. Med formler:

A oA . ~ o A X
6,6, =(—singé, +cospé, )-6 =cosp==
Y2
(c) Forst maste vi utveckla skaldrprodukten.
(6,+6,)-(6,+26,)=6,-6,+28 -6,+6,-6 +2€,-6,
Sedan kan vi anvdnda samma logik som i Ovningarna 3.12(a) och 3.12(b) for att berikna varje
skalarprodukt.

6 -6 _X
P
€,-6=0 (€, och &, ar vinkelrata)
8,6, =(—singé, +cospb, )-6, :—sin(p:—%

é(p -6, =0 (&, och g, arvinkelrata)

Resultatet blir

A A o A X X—
(6,+6,) (6 +26,)== y_x7y
P P P
d) Basvektorerna é, och &, ligger i xy-planet. Sa deras kryssprodukt &r riktad langs z-axeln.
D x 3%
Absolutvardet av kryssprodukten beror pa vinkeln mellan €, och é,. Vi skriver
6,x6, =(cos g8, +sinpé, )xé, =cospé, x&, +sinpé, x6, =—sineé,
=0 _—y
e) Basvektorerna é, och &, ligger i xy-planet. S& deras kryssprodukt &r riktad langs z-axeln.
® y 3%
Absolutvdrdet av kryssprodukten beror pa vinkeln mellan é, och é,,. Vi skriver
e, xe, :(—sm @8, +(:03(pey)><ey =—sinpé x€ +cospé x€ =—sinpe,
=@ =0

Ovning 3.15.

(a) Skaldrprodukten av en vektor ¥ med é, dar U komponenten ldngs y-axeln; v,. S& vi maste
uttrycka y-komponenten av é,.. Vi kunde anvanda (3.13), men det ar enklare om vi uttrycker é,
med X, y, z - variabler. Vi har
s X€, +Ye, + 26, _ XE, + Y€, +2€,

& 2 2 2 r
X"+y +12

S3,
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‘.6 _xer+yey+zez.é y
rovy y
r r
(b) Vikan uttrycka &, med x, y, z - variabler som i Ovning 3.13(a). Vi har
. X6 +YE +2€6 7
6,6 =6 —"7r1 ==
r r
(c) Forst kan vi utveckla skalarprodukten:
6 -(6,+26,)=6-6,+26 -6

Sedan kan vi anvanda samma logik som i Ovningarna 3.13(a) och 3.13(b)

.. Xe +YE +z€ X
€ 6 =——""6
r r

s X tye e oy

é .@ [

r y r y r

Sa

A (A R X X+2

er-(ex+2ey)=—+2lz—y
ror r
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Kapitel 4

Ovning 4.1.

For att rita ett skaldrfalt ¢ maste vi berdkna nyvaytor (i 3D) eller nivakurvor (i 2D) som definieras med
uttrycket ¢ = c. Vi har

(@ p=z = z=cC
z = c ar ekvationer for plan parallella med xy-planet. | 2D, se Figur L5(a).
(b) g=X+y = X+y=cC

x + y = c ar ekvationer fér plan parallella med z-axeln och med 3 /4 vinkel till x-axeln. | 2D, se

Figur L5(b).
() p=X*+y*> = X*+Yy°=c som &r ekvationen for en cirkel med radie c. Se Figur
L5(c).

(d ¢=y-Inx = y-Inx=c = y=c+Inx.SeFigur L5(d).
(e) p=x>—-y*> = x*—y’=c = y==x*—c.SeFigurL5(e).

f) =" = eV=c = x*+y=Inc = y=Inc—x>.Se Figur L5(f).

z Iy {a) y 4 {b) y 4 {c)
¢=3 2 ¢=3
oA —
=7 ) ~ / =2
2 N\ .
¢=1 NN A ¢=1 \\
X < X N X
> N I~ > 1 ] >
o=-I ASRNEN AN N
=_7 \‘;, \\ \\ \ *, \‘\ 4 /
\\\ \\\ N T S
¢=-3 " ~ N
\\\ \\\
™, ™
\\
z -~ J/ s z s
(d) (e) (f)
¢=I
//’ =0 ¢=1I
/ =0 . _, /
/! // AN “‘-~-__f::--;’ ,/ ,// )
/ . / i
/ ,/ - \\ f/ /'I
{ / / X ¢=1I .\".I fo=1 X X / X
[ ey " .'I I'. L i //_ = >
|/ / \ /
I/ - ,
[/ o1 PSRN
||I| A - T ™, ! \ \ \ Q}
— . T =e
||I | d y ¢ -j\ N g \
| | -0 \ g=1
I N\
| NN
| \ g=le

Figur L5. Ovning 4.1
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Ovning 4.2.

For att rita ett vektorfalt ¥ ska absolutvardet och riktningen av faltet i varje punkt berdknas. | z=0

planet har vi

(a)

(b)

()

(d)

(e)

V =x€,

Absolutvirdet &r || = x. Langden av vektorn okar alltsa med x. Notera att fér x < 0 maste
riktningen av ¥ vara motsatt den for x > 0. Riktningen ar éy (men orienteringen beror pa
tecknet for x). Se Figur L6(a).

V=x€ +Ye

Absolutvérdet ar || = /x? + y?2, avstandet fran punkten till origo. Riktningen &r den fran z-
axeln till punkten. Se Figur L6(b).

V=p€,

Absolutvérdet ar |7] = p = /x2 + y?, avstandet frdn punkten till origo. Riktningen &, &r den
fran z-axeln till punkten. Om vi byter koordinatsystem kan vi verifiera att detta falt ar samma
som faltet i Ovning 5.2(b), x = pcos ochy = psing, s&

V=6, + Y& = pcosel, + psinpé, = p(cos g, +singpé, )= pé,

él’
V=ye —xé
Absolutvirdet ar |7| = \/x? + y? = p. Absolutvirdet ékar alltsd om vi drar vektorn langt fran
origo. FOr att dra riktningen kan vi borja med punkter pa y-axeln, sa att x = 0. Vi har v = yé,,
sa vektorerna ar parallella till x-axeln (notera att orienteringen byts fran y > 0 till y < 0). For
att dra riktningen i punkter langs x-axeln satter viy = 0 sa ¥ = —xé,,; vi far vektorer som &r
parallella med y-axeln (notera att orienteringen byts fran x > 0 till x < 0). Om vi fortsatter ser
vi att vektorfaltet roterar runt z-axeln. Se Figur L6(d).
V=—p€,
Om vi tar filtet i Ovning 4.2(d) och byter till ett cylindriskt koordinatsystem fas x = pcos¢ och
y = psing, sa
V=yé —Xxé = psingé — pcospé, = p(singé, —cospl, )=—pk,

S ) Yoy (b) Yy (d)

f— <— <— <—

€«— €— <

AN

AN

.-../‘ N ’
/
7

L1

NP

<

Figur L6. Ovning 4.2
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Ovning 4.3.

(i) Den storsta faltvariationen ges av absolutvardet av gradienten. Riktningen av gradienten ar
riktningen i vilken faltet 6kar snabbast.

(ii) Faltvariationen langs riktningen 7 ges av riktningsderivatan d¢ /ds = grad¢ - i (se Avsnitt 4.3). Vi
noterar att A ar normerad. Vi ska alltsé inte anvdnda 11 = 2é, + 2é,, + é,, utan

(iii) Vi kan berdkna vinkeln med (1.7).

(@) ¢=+x>+Yy?
Gradienten ar
2 2 2 2 2 2
grad¢:a X“+y éx+a X“+y s +6«/x +y 6 -
OX oy g 0z
2X . 2y . xéx+yéy

) 2X% +y? T 2% +y? i X +y?

(I denna 6vning ser vi att skalarfaltet och gradienten blir enklare om vi anvander ett cylindriskt

koordinatsystem. Vi har {/x? + y2 = p, s3 filtet 4r ¢ = p. For gradienten har vi x = pcos¢@
och y = psing, sd grad¢ = cos@pé, + sinpé,, = é,. Vi ska studera hur vi kan berdkna
gradienten direkt i ett cylindriskt koordinatsystem i Avsnitt 10.7 och Avsnitt 10.8).

I punktenx =1, y=1,z=1 harvi

X6, +ye,| & +e
gradg|, = —= Y=

2 2

N A
Den storsta faltvariationen ges av absolutvardet av gradienten;
6 +6,| VIP+1®

2| 2

Faltvariationen langs riktningen 71 ges av riktningsderivatan d¢/ds = grad¢ - i;
de e +6, 26 +26 +€, 4

ds NG 3 T3

Vinkeln mellan v, och 71 ar

y

(som &r riktningen 7y, i vilken faltet 6kar snabbast)

|gradd]|,|= 1

gradg-n=

+
>

v, -n é 26 +26 +@é

- _:arccos[X Y.~ Y zjzarccos(i]
G 3 32

o = arccos

N

(b) ¢=In(xyz)

Gradienten ar
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(c)

aIn(xyz oln(xyz
gradg = 2M0Y7),  An(oz) i), _
OX oy oz
=£é +—e + g —iéx‘f‘léy"‘léz
Xyz Xyz Xyz X y z
| punktenx =1, y=1, z=1 harvi
gradg|, :[léX +1éy lézj =6 +6 +6,
X y z "),

(som ar ar riktningen v, i vilken faltet 6kar snabbast)
Den stOrsta faltvariationen ges av absolutvardet av gradienten;

orade,| -, -6, +6, - 3

Faltvariationen langs riktningen 7 &r riktningsderivatan d¢p/ds = grad¢ - 1i, sa

d¢ .\ 28 +28 +é 5
——=gradg-i=(6 +6é +6, ) —L ==
Vinkeln mellan v, och 7 &r

A

('D)
N
D>
N

e, +

a=acos M _ acos ) e 26428+, :acos[ij
IV ||| NG 3 3V3

¢=x2+y2—z‘2
Gradienten ar
o(x?+y*—z7 o(x2+y? -z o(x>+y* -z
(Cryioa?), oleryi-2?)  olryi-2?),
oX oy Y 0z

gradg =

A s 2 4
=2X€, +2Yye, +—¢€,
z
I punktenx=1,y=1,z=1harvi

A s 2 . 5 o4 A
grad¢|P :(ZXEX +2ye, +Fezj =26, +28 +28, (som &r riktningen Uy i vilken faltet

P

Okar snabbast)
Den storsta faltvariationen ges av absolutvardet av gradienten;

|gradg],| =|2¢, =23
Faltvariationen langs riktningen 7 ar riktningsderivatan d¢p/ds = grad¢ - 1, sa
26, +26 +€, 10

3 -3

d¢ R R R N
o~ gradg-n =(26,+26,+2¢,)-

Vinkeln mellan v, och 71 ar

n 28, +26 +2€, 26 +26 +€, [ 5 j
— = arccos : =arccos| —=
33

2.3 3

\7M
o = arccos—
[V |11
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Ovning 4.4.

Laddningen ska rora sig ldngs riktningen av kraften F = gE, alltsd langs riktningen av elektriska filtet.
Vi behéver berikna gradienten av elektrostatiska potentialen F = —ggradV. En positiv laddning ska
réra sig i riktningen av storsta minskningen av elektrostatiska potentialen. Potentialen ar V = 1/r,
men vi vet inte hur man kan berdkna gradienten i ett sfariskt koordinatsystem (se Avsnitt 10.7 och
Avsnitt 10.9). Vi maste alltsa uttrycka r i ett kartesiskt koordinatsystem. Vi har

I’=\¢X2+y2+22 = V:—'Xz—i_:;ﬁ

gradV = grad __ =

a(x2+y2+zz)_ﬂ2 . 8(x2+y2+zz)_l/2 . 6(x2+y2+22)_ﬂ2 .

= ex+ ey+ eZ:
OX oy 0z
X A A Z A

=— e — y e, — e, =

3/2 7x 3/2 7y 3/2
(x*+y?+2%) (x*+y*+2°) (x*+y?+2%)
Xe, +Ye, +z€,
3/2
(x*+y?+2%)
Nu, kan vi férenkla gradV om vi noterar att
X, +Yye, + 26, =r€

sa i ett sfariskt koordinatsytem har vi

&

r2

| ett kartesiskt koordinatsystem &r kraften i punkten P (x =1, y=-2, z=1):

gradV =-—

X€, + Y€, +Z€, e, —2€, +§€,

66

| ett sfariskt koordinatsystem &r radien i punkten P (x =1,y =-2, z=1): 7 = /12 + (—2)2 + 12 = /6,
sa kraften i P ar

3/2 -
(x2 +y° +22)
P

F=-qgradV =g

_Ys

= é
F=—-qgradV=q —
q9 qrzp 65

Ovning 4.5.

Vi ska berdkna riktningsderivatan av skalarfaltet 4. Riktningsderivatan dh/ds = gradh - éar

variationen av skalarfaltet / i riktningen . S vi maste hitta 7 for att fa dh/ds = gradh -7 = —1//2.
For att snabbast ga ned for berget gar man i gradientens motsatta riktning:

, —x24+y —x2+y —x2+y ,
grad (h) = grad (e‘X *y) = 888 € + aeay é,+ aea g =e " (—2xéX +éy)
X Z

grad (h)[, =e ™" (-2x¢,+¢, )| =(-2¢,+¢,)

P
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d¢ . A\ A
P grad (h)-f=(-26,+€ )-n=-——-

Vi kan skriva skaldrprodukten som i = (aéx + béy)/\/a2 + b2, och sedan kan vi berdkna a och b for
att fa skaldrprodukten = —1/+/2. Notera att vandraren har vandrar nedfér berget.

(c26,ve) 2t 1 2arb 1

= =
JaZib?z 2 Jaz+bz 2

Vi far ekvationen

Eftersom endast en riktning efterfragas, kan vi sdtta a = 1 och sdka b. Tva I6sningar fas; b = 1 och
b = 7. Darmed kan vandraren exempelvis vélja riktningen i = (éx + éy)/\/z

Riktningen for att ga ned for berget snabbast ar —grad(h) |p=(2éx — éy).

Ovning 4.6.

Vi kan berdkna normalen med hjalp av Sats 4.2; gradg i punkten P &r vinkelrdt mot nivaytan ¢= ¢
som passerar genom P.

Vi kan betrakta filtet ¢ = xX* + y2 —Z (notera att ¢ = 0 ger ekvationen av ytan) och sedan berdkna
i =gradg =4x%, +2yé, —¢,
i punkten P: (1,2,5). Vifar
nl, =[4x°, +2ye, -6, | =46, +48 ¢
i - 46, +48, ¢,

P \/@

=>

X

Figur L7. Geometri fér Ovning 4.6
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Ovning 4.7.

(@) Vikan berdkna normalen med hjalp av Sats 4.2; grad¢ i punkten P ar vinkelrdt mot nivdytan
¢ = c som passerar genom P.
X2 y? 7P _ 2X . 2y . 22é

p=—+—5+—
a’> b’ c?

Darmed fas

(b) Punkter med ortsvektor 7 i tangentplanet genom en punkt 7, pa ytan kan man konstruera med
hjalp av Figur L7.
Vektorer i tangentplanet ar vinkelrdta emot 1, det vill saga

(r-1,)-0=0
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Kapitel 5

Ovning 5.1.

Vi kan anvdnda Sats 5.1. Skriv alltsd varje vektorfdlt som ¥ = v,é, + v,,é,, + v,€,. Vi ska verifiera att

o Ny Ny v, v O
&y ox' o6z oy ox oz

() V=yz8 +x26 +xyé, = V, =Yz, V,=XZ, V,=Xy

ov, oyz

=——=1

oy |
v _oa_ [Ty
ox  OX

oz oz LNy _ov,
v oy [Ty
o oy

ov, oxy
&—g—y :>5’VZ=6VX
ov, oyz ox oz
BRI

Faltet kan ha en skaldr potential.

(b)\7:Inyéx+£§+zjéy+yéZ = v, =Iny, vy:§+z, V,=Y
y y
o, dny 1
y oy Yy o, o,
o| X1z :>ay=&,
N _\y J_1
OX OX y
8( +ZJ
ov
I L.
z z = A
Wz_@_l oz oy
oy oy
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o,y _,

ox  ox N
8vx_8lny_0 ox oz
oz oz

Faltet kan ha en skalar potential.

X y
ov, 0
——=0
8y 8y :avx_%
v, _00_o oy
OX  OX
vy _0_,
oz o | N o,
v _y_ [Ty
oy oy

Faltet kan inte ha en skalar potential.

(d)V=xé +yé +26, = Vv, =X, Vv, =Y, V,=2

ov, OX
=—=0
v o | o o
oy ol
oX  OX
N _y_g
oz oz v, ov,
=>—=_=,
avzzgzo o0z oy
o oy
avz_@_o
ox  Ox v, vy
v, _ox_,[ T a
oz o1

Faltet kan ha en skalar potential.
(e) V=¢
Forst maste vi byta koordinatsystem. Med (3.19) fas
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Xé, +Yyeé +z€

__/\ _ y ya

V=6 = [2 2.2
X“+y +z

Sedan kan vi anvianda samma metod som i tidigare Ovningar. Uttrycket (5.3) giller, s& filtet kan ha en
skalar potential.

1

7V =-=

&
Forst maste vi byta koordinatsystem. Med (3.18) och (3.19) fas

X€, +YE, + 7€,

v-—Le

=T o5 T 32’

r (x*+y?+2%)

Sedan kan vi anvanda samma metod som i tidigare ovningar. Uttrycket (5.3) géller, sa faltet kan ha en
skalar potential.

Ovning 5.2.
Vi anvander samma metod som vi har beskrivit i Avsnitt 5.2.

() V=yz8 +xz6 +xyé, = V,=yz, V,=XZ, V,=Xy

_9%
T :>¢:Iyzdx:xyz+ F(y,2)
vV, =Yz

Darfor kan vi skriva

% _y -xa

2’; ; Fy.) :—aFg’z)=O:F(y,z)=G(z)
a—yza(xyz+F(y,z))=xz+T

%:vzzxy

g_;:i(xyz+G(z))=xy+aG(Z) :ac(;EZ)ZO:G(Z):C

o0z oz

Skaldra potentialen ar alltsd ¢ = xyz + c.
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(b)\7=Inyéx+(§+zjéy+yéZ = Vv, =Iny, vy:§+z, v, =Yy
y y
_09
X :>¢=j|nydx:xlny+F(y,z)
v, =Iny
Darfor kan vi skriva
%’:zvy=5+z o
Y M=z:>F(y,z)=yz+G(z)
op O X 8F(yz) 0
—=—(xIny+F(y,z))=
o oy oy
o¢
_:Vz:y
oz :&(2)2036(2)20
o¢ 0G(z)

—:g(xln y+yz+G(2))=y+

Sa skaldra potentialen &r ¢ = xlny + yz + c.

(c) Detta vektorfilt kan inte ha en skalar potential.

(d)V=xé +yé +26, = Vv, =X, V, =Y, V,=12

Vv 8¢ 1
X > P= J‘de—zx +F(y,2)
v, =X

Darfor kan vi skriva

op_., _

— =V, =Y

oy 7 OF(y,2) 1,
=>——"=y=>F(y,2)=2-Yy +G(2)

%=£(EXZ+F(y,z)j=6F(y’Z) ay 2

oy oy\2 oy

9 _\ -

P :ac;(z) G(z)_—z e

@_2(1 e+ 1vic )j 0G(2) oz 2

oz 0z\2 2 oz

Skaldra potentialen &r ¢ = %(x2 +y%2+z%) +ec.

Vi kan notera att i ett sfariskt koordinatsystem, se (3.18) och (3.19), kan vi skriva vektorfaltet och
potentialen som
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<l
I
-
D>

1
==r’+c
¢ 2

(e) V=¢
Forst maste vi byta koordinatsystem. Med (3.19) fas
X€, + Y€, +2€,
Ty
_0¢
*oX

X
X =¢= [ ——=
Vo= Xy +z
Oy’

Darfor kan vi skriva

V=g

V

=X’ +y*+72° +F(y,2)

by Y
oy \/m :M:o:ﬁ(y,z)zG(Z)

LOF(y.2) oy

Y
Yyt Oy

-y R0

oz " \Xey?+z? :>aG(Z)=O:>G(Z)=C

vy 7 0G(z 0z
a—fzg(\/m+6(2)):\/m+ ai)

Skaldra potentialen dr ¢ = \/x?> +y2 +z2+c=r+c.
Sa potentialenavv = é,.ar¢p =r +c.

Vi ska i Ovningar i Kapitel 10 visa att det &r enklare att I6sa problemet om kan vi tillimpa gradienten i
ett sfariskt koordinatsystem.

1
2

(f V=—"7¢

FOrst maste vi byta koordinatsystem. Med (3.18) och (3.19) fas
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_ 1. X€, +Ye, +1z€,
V=——76 =~ 5 5 _oN\32 !
r (x +y+z )
0
(o2
OX X

1
v, = X :>¢:.[_(Xz+y2+22)3/2dx:\/m"":(yl)

3/2
(x2 +y? +22)

Darfor kan vi skriva

_, .y
ay y x2+y2+22 3/2
( ) :>M:O:>F(y,z):6(z)
o _of 1 ol vy Fua[
oy oy ’x2+y2+22 (X2+y2+22)3/2 oy
% _y —_ z

oz ° (x2 +y? +22)3/2
:%:O:G(z):c
op 0 1 z L 06(2) oz

— | —=+G(2) |=-
() (X2+y2+zz)3/2 az

oz oz X +yr+ 2

Skaldra potentialendr¢ = 1/\/x2 +y2 +z2+c=1/r +c.

Sa vektorfaltet och potentialen ar

_ 1,
\Y :—r—zer
1
p=—+cC
r

Vi ska i Kapitel 10 visa i Ovningar att det ar enklare att 6sa problemet om kan vi anvdnda gradienten i
ett sfariskt koordinatsystem.
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Kapitel 6

Ovning 6.1.
Kurvan har inte en uppenbar symmetri. Sa vi kan forsoka anvanda den enkla parametriseringen x = u.
Om vi byter x = u i ekvationerna far vi

y=u’-2
Z=u-2

| punkten P drx = 2, sa vi har u =2. | punkten Q drx =0, sa vi har u = 0. Darfor ar en parametrisering

T(u) =Uué, +(u2 —Z)éy +(u-2)¢,

u:2—-0

Ovning 6.2.
Kurvan har inte en uppenbar symmetri. Sa vi kan forsoka anvanda den enkla parametriseringen x = u.
Om vi byter x = u i ekvationerna far vi

y=u
u=u’lnz = Inz=u' = z=¢"
Darfor ar en parametrisering

— a A 1/u &
r(u)=ué, +ué, +e"¢,

Ovning 6.3.

Forsta ekvationen har symmetri med avseende pa x-axeln. Kurvan ar en cirkel med radie 2 som ligger i
x = -3 planet, se Figur L8(a). Vi kan anvanda en cylindrisk parametrisering; y = pcos@, z = psinf. Vi
definierar 8 som vinkeln mellan ortsvektorn och y-axeln (se Figur L8(b)) men behaller andra
definitioner. Om vi byter ut y och z i ekvationerna far vi

X=-3
{—3+p200829+p28in249:1 = -3+p°=1 = p=2

Kurvan &r sluten, sa 8: 0 — 2m eller 8: 2w — 0, det beror pa kurvans orientering. Orienteringen har
definierats som —é, i punkten P: x = =3,y = 2, z = 0. Eftersom @ &r vinkeln mellan ortsvektorn och
y-axeln maste vi ha 8: 2m — 0. En parametrisering ar
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7(0)=-36 +2cos0€, +2sin e,
0:2r -0

(a) 4 (b)

t~

X=-

Figur L8. Geometri for Ovning 6.3

Ovning 6.4.

Ekvationen uppvisar symmetri med avseende pa y-axeln. Kurvan &r en cirkel med radie V2 som ligger i
planet y = 1, se Figur L9(a). Vi kan alltsa anvdnda en cylindrisk parametrisering, x = pcosé, z =
psinf. Definiera 8 som vinkeln mellan ortsvektorn och x-axeln (se Figur L9(b); 4ven andra definitioner
fungerar bra). Om vi byter ut x och z i ekvationerna fas

y=p°cos’ 8+ p°sin’f-1=p° -1

4p*cos’ O+4p°sin®0=9-y = 4p*=9-p°+1 = 5p°=10
= =2

= y=1

Kurvan ar sluten, sa 6:0 — 2m eller 8:2m — 0, det beror pa kurvans orientering. Orienteringen
definieras som é, i punkten P: x = V2, y =1, z = 0. Eftersom 8 ar vinkeln mellan ortsvektorn och x-

axeln harvi 8: 0 — 2m. En parametrisering ar
F(0) =2 cos 08, +6, +25sin 68,
0:0-2r
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AZ (a) 4 (b)

y=-4x2-47+9
T — 5 By
y=x‘+z*-1

y aiay B

t~

Figur L9. Geometri for Ovning 6.4

Ovning 6.5.
Om vi anvander andra ekvationen (x = y) kan vi skriva forsta ekvationen som

ZZ

2x* +—=1

9
Det ar en ellips med radierna 1/\/7 och 3. Sa kan vi anvanda foljande parametrisering: = 3cos0, x =
\/—lisine. Vi kan kontrollera att denna parametrisering motsvarar kurvans ekvationen. | punkten P har vi
x =1/3/2, s4 8 = /2. | punkten Q har vi x = —1/+/2, s4 8 = —m/2 eller 8 = 3m/2. Men kurvan
definierasiz < 0, sa vimaste ha 8: /2 — 3m/2.
En parametrisering ar

)= %sin 0é, +%sin 0€, +3cos 08,

9% 53"
2 7

Ovning 6.6.

For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda (6.11):
_ P
[A-dr = [ A(T(p)) —dco
L 21

Vi behoéver berdkna en parametrisering (@) av kurvan och darefter derivatan dir(¢)/de.

Vi inleder med parametriseringen av kurvan. Kurvan ligger i z = 0 planet, sa ekvationen blir
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1 med y>0

N x
&<

Detta ar ekvationen for en ellips med axlarna 2 och 4. Vi skriver x = 2cos¢@, y = 4sing.

Eftersom y >0 maste vi ha ¢: 0 — meller ¢: m — 0 (det beror pa kurvans orientering).
Parametriseringen blir

L T(p) =2cos g€, +4sin g€,
p:0>rxeller p:7—>0

Derivatan ar

dr(e)

=—2sin g€, +4cos e,
do

Eftersom parametriseringen av kurvan ger x = 2cos¢, y = 4sin¢g, z = 0 kan vektorfaltet skrivas som

2

(/7
cos @

2
A=vye's, +7-6, + =4sm(pex+8
X

y
Da fas linjeintegralen

sin® @
cos @

L

P
.[K-drzjﬂ (T()) —d(o J'[4sm(p,8 ,0]-(—28ingp,4COS(o,0)d¢)=
2}

:T(—Bsin2 @ +32sin? (p)d(o = 24Tsin2 pdg

2

Eftersom ¢: 0 - meller ¢: w — 0 (det beror pa orienteringen av kurvan) kan ¢, och ¢, vara ¢, =0
och ¢, = meller ¢; = m och ¢, = 0. Sa integralen kan vara positiv eller negativ;

J.E\-df = 24Jlsin2 pdp = 24{§—£Sin 2@} =127
! 0 2 4

0

eller

0 0
der = 24_|.sin2 pdo = 24{%—%sin 2(p:| =127
L T

T

Tecknet beror av kurvans orientering.

Ovning 6.7.

For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda (6.11);
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Vi behover berdkna en parametrisering 7(¢) av kurvan och sedan derivatan dr(¢)/d¢. Vi borjar med
parametriseringen av kurvan. Den blir enklare om vi gor féljande translation:

A z2'+1 .
X>+y*+z2%
X2 2 12 _1

L +yi+z
X—y=0

2 7

frén punkten P, = (7 7 0] till Pl:(0,0,l)

Parametriseringen blir

x:ﬁsine
2
yzﬁsine with 6:Z 0
2 2
Z'=cosd

N2 o A2

r(0) = 7sm 08, +7sin €, +cos e,

jA dr_jA(e) —de
aF 2 JE

— =——C0SHé, +—CosHé, —sin be,
dg 2 2 ’

jA(e) ar 4o = _[(c036?+100)

wl2

N

== _f (cos2 0+cos@)d9:

7l2

_\/E[sm%? 0 sme} __GE*A
2 7l2 8

(II

—cosé@ 5 cos o, smH]d@

2 4
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Ovning 6.8.

For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda (6.11);
_ P2

[A-dr=[A(T(p)) —dgo

L 1
Vi behover berdkna en parametrisering 7(¢) av kurvan och sedan derivatan dr(¢)/d¢. Vi borjar med
parametriseringen av kurvan. Den blir enklare om vi gor féljande translation:
X'=x-1
Linjeintegralen blir

A=-2(x"+1)y8, +(x+1)yé,

2 2 _
L X“+y =1
z+y=1

Vi kan anvanda cylindriska koordinater:

X'=Cos @
y=sing
z=1-sing

T(p) =cosgé, +singé +(1-sinp)é,

d—r:—sin @€, +COS €, —COS e,

do

Orienteringen i punktenx’=1,y=0,z=14ar —éy, sd @:2m — 0.

IA(¢) d(p J'( 208 psin @ — 2sin ¢, €0s @sin g +sin @, 0) -(~sin @, cos g, —cos @) dgp =

= I(2005¢3in2 @ +25in” o +C0s 9” siN g+ COS Psin ) dgp =

0 0 0 0
= J. 2cos @sin® pde + J. 2sin’ pd o + I cos @’ sinpde + J' cospsinpde =
2z 2z 27 27

=0 =0 =0
. 0
- z[ﬂ_w} - _or
2 4 |,
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Ovning 6.9.

For att berdkna linjeintegralen kan vi anvanda uttryck (6.11);
_ P
[A-dr=[A(T(p)) —dgo
L @

Vi behéver berdkna en parametrisering ©(¢) av kurvan och sedan derivatan dr(¢)/de. Vi bérjar med
parametriseringen. Cylindrisk symmetri galler, sa vi kan anvdanda den cylindriska parametriseringen =
2cos@, y = 2sing. Kurvan gar fran punktenx =2, y =0, z = 1, dar ¢ = 0, till punktenx =0, y =
2,z=1,darp =mn/2.

L T(p) =2cosge, +2sinpé, +¢,
0712

Derivatan ar

dr(e)

=—2sin g€, +2c0s e,
do

Faltet langs kurvan ar

A- X o V2 o esiny

Py 4522 T X ayrez? T L+In(xyz)
_ 2Cos @ 6 + 23|n(p\/§ 6+ e*siny 6 -
\/(2c05q>)2+(2sin (0)2+5(1)2 \/(2003g0)2+(25ingo)2+(1)2 1+In(xyz)

2c03(pé N 25|n¢)\/§A e’siny 6 _2c05(pé +2singd, + e’siny 8

N J5 & I+n(xyz)* 3 7 Y 1+In(xyz)

Vi kan notera att kurvan ar parallel med xy-planet, sa é,-komponenten i vektorféltet spelar ingen roll.
Nar vi beraknar integralen fas

_ " 2cosp esiny .

T(xyz)ezj'(_zsm 98, +2c0s b, )dg =

€, +2singe, +

,_.
|
o

72

= —gsmgocow+4sm¢c03(pjd¢ J.(SSIM)COS(ojd(o—

l2 l2
= %Siﬂngjdgp:_ﬂ{coszq)} =_Z[_1_1]=g
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Ovning 6.10.

Kurvan &r inte specifierad. Men vi kan berikna potentialen ¢ av filtet E och anvénda Sats 6.4,

W =g j E-dr =q¢(F(u,))-a¢(F(u,))

For att berdkna potentialen kan vi anvinda samma metoder som i Ovningarna 5.2(e) och 5.2(f). Férst

skriver vi faltet i kartesiska koordinater med hjalp av (3.1) och (3.5) och cosp = x/p = x/\/x? + y?,
sing = y/p = y/{x* +y?

E=2psingé +pcospé, = 2yé +xé, =
med (3.1) med (3.5)
= 2y(cos g8, +sin g8, )+ x(—sin pé, +cospé, ) =
. . . .~ Vifar
=(2ycosp—xsing)é +(2ysing+xcosp)é, =

2 2
X éx+2y + X e,
\/x2+y2 \/x2+y2

. 8
o X
Xy :>¢:J%dx:y«/x2+y2+F(y,z)

E, =—2— x> +y
X2+

o _¢ _2yP+ X
I A e
N
y o S FOD ok 0-6()
o _ 0 2y° +X +8F(y,z) oy

5 ay(y x2+y2+F(y,z))=m &

% ¢ _
oz :@:0:G(z)zc
d¢ _ 9G(2) 0z

0z 0z

Potentialen blir:

¢=y X +y* +c=p’sinp+c

(vi har har definierat E = V. Om vi vill ha den elektrostatiska potentialen VfarviE = —VV,s8V =

—pZsing — c).
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| Kapitel 10 vi ska visa att berdakningarna blir enklare om vi anvander gradienten i ett cylindriskt
koordinatsystem.

| punkten Piharvip =1, ¢ =mn/2,z = 0.1 punkten P, géllerp = 1, ¢ = 0, z = 2. Linjeintegralen blir

W = qj E-dr =q¢(T(u,))—ag(T(u)) = q(sin 0—sin %] - g

Ovning 6.11.
Vektorfaltet har potentialen
1 1
p=2xy* +=y2*+=7°+c
3 2
Vi kan alltsa anvanda Sats 6.4;

j A-dF = 4(F(U,))-#(F(u,)) =#(-10,1)-$(10,1)=0

Ovning 6.12.

Vektorfaltet har potentialen
¢ = xy® +3xyz°

Vi kan berakna detta med samma metod som i Kapitel 5. Eftersom vektorfaltet har en potential ar
linjeintegralen oberoende av vdgen, se Sats 6.4.

Integralen berdknas med Sats 6.4;

If A-dr =¢(T(Q))-¢(T(P))=¢(12,3)-¢(0,0,1)=62

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 45



Kapitel 7

Ovning 7.1.
Ytan har inte en uppenbar symmetri. Vi kan forséka att anvdnda den enkla parametriseringen y = u
och z = v. Om vi sétter in i ytans ekvation fas x = v?2.

Darfor ar en parametrisering

— 2a A A
F(u,v)=Vv"e +Ué, +Ve,

g vi0—>2
ui0>2
n-é <0

Ovning 7.2.

Ytan har en tydlig symmetri. Vi kan andanda en parametrisering med cylindriska koordinater. Med x =
pcosf och z = psind fas y = x? + z? = (pcosh)? + (psinh)? = p?. Eftersom —2 < x < 2 och 0 <
z < 2,fas 8: 0 — m och p: 0 = 2. Parametriseringen blir

F(p,0) = pcosOl, + p°é, + psin 6,
S:i0:0>7x
p:0>2
For att f3 en annan parametrisering kan vi anvinda det enklare valet x = u och z = v. Vifary = x2 +

z? = u? + v?. Eftersom —2 < x <2 och 0 <z < 2 fds u:—2 - 2 och v: 0 - 2. Parametriseringen
blir

T(U,Vv) =ué, +(u®+v*)é, +vé,
S:qu:-2->2
vi0—>2

Notera att orientering inte anges!

Ovning 7.3.

Ytan ar en halv ellipsoid med z > 0, centrum i origo, axlarna parallella med de kartesiska axlarna och
med radierna 2, 3, 1. Vi kan alltsd anvdnda parametriseringen x = 2sinfcosg och y = 3sinfsing
(med 8 och ¢ som vinklarna i ett sfariskt koordinatsystem). Med anvandning av ytans ekvation fas

2 2
7=1%, /1—%—% = i\/l—sin2 @cos’ p—sin’ @sin® g = +y1-sin* @ = +cos

Eftersom z > 0 kan vi endast anvdnda den positiva l16sningen, z = cos8 med 8:0 — ©/2. Vinkeln ¢

gar fran 0 till 2m; ¢: 0 — 2.

Parametriseringen blir
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T (p,0) =2sin@cos g€, +3sindsin e, +cos e,
S::0:0>7/2
9. 0>2x

Ovning 7.4.

Forst bestdmmer vi parametriseringen. Om vi anvander x = 2pcos@ och y = 3psing fas

med ¢: 0 — m och p: 0 —» 1. Parametriseringen blir

T(p, ) =2pCos pg, +,02éy +3psin ¢g,
e 0->rx
| pi0>1

n-e >0

Sedan kan vi berakna normalen n = 07 /dp X 07 /d¢@. Med anvandning av parametriseringen fas

a =2C0s €, +2p€ +3singe,

0 _ or or
'f :>n:—><——6p cosp€, —6€, +4p°sin g€,
or A R op O
— =—-2psingeé, +3pCoS e,
o
Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 71 - éy = —6p, alltid ar negativ, men ytan definieras

med positiv y-komponent av normalen. Vi maste komma ihdg det nér vi berdknar integralen.
Med parametrisering kan vektorfaltet skrivas som
A=2z8 =3psingé,

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver =S, inte 6ver S. Darfor ar y-komponenten av
normalen negativ i stallet for positiv.

[[A-cs = [[A(o.0) (—F%)dpd(p—

3psin gk, - 6,02 cos g€, —60€, +4p%sin (oéz)d(pdp =

2 1, 3
12p°sin’ pdod p = -12[ pid p| £ -1 4"} —67{— 4} —Zx
p’sin® pdod p = fp [2 ral 2P =72

1
1
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Ovning 7.5.
Forst bestammer vi parametrisering. Om vi anvander x = pcos6 och y = psin@ fas

2

y=xX+2"=p
med ¢:0 — 21 och p: 0 — /2. Parametriseringen blir
F(p,0) = pcosbé, + p*é, + psin 08,

5 0:0-2rx
. p:0—>\/§
ﬁ-éy>0

Darefter berdknar vi normalen 1 = 97 /dp X d7/06. Med anvandning av parametriseringen fas

(;—r:coseéx+2,oéy+sim9éZ or o

P =N= ' ——2p cos e, — pe, +2p%sin 0g,

- o ) 6p
=—psin6€, + pCcos e,

p , alltid ar negativ, men ytan definieras

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 7 - é,,
med positiv y-komponent av normalen. Vi maste komma ihdg det nar vi berdknar integralen

Om vi anvdnder parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som
A(p,0)=xé, +xzé, +16, = pcos 68, + p*sinOcos b8, + psin G,
Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar dver =S, inte dver S, darfor &r y-komponenten av

normalen negativ i stallet for positiv.

or
HA ds = ”A(r(p,@)) (—xﬁjd do =

J'Zz
=—[ [(2p®~psin@cos)d pd6 =

N

00

\EZIT \/?272 4
:—II2p3dpd9+_[jp3sin0cosﬁdpd9:—2ﬁ{p—} +0=—4z

00 00 0

Ovning 7.6.
Forst bestammer vi parametrisering. Om vi anvander x = 2cos¢ och z = u far vi

y=ty1-x2/4 = i\/l—cos2 @ =%sing

Eftersom y > 0 anvdnder vi endast positivt tecken, y =sing med ¢:0—->m och u:—1-1

Parametriseringen blir
48
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T(p,u) =2cos g€, +sin e, +UE,
p:0—>rx

u:-1-1

n-e <0

Vi kan nu berdakna normalen n = 97 /d¢ X 07 /du. Med anvandning av parametriseringen fas

or A A
——=-25In @€, +CoS e,

op _or or . A
=N =——x—=C0S@e, +2sInpe,

ar_é Op ou

ou °

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, T_l'éy = 2sing, alltid ar positiv, men att ytan

definieras med negativ y-komponent av normalen. Vi maste komma ihag det vid berdkning av
integralen.

Om vi anvander parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som

2C0S @ s

A(p,u) =2cos pé, +singe, +In———
sing — 1

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar dver =S, inte dver S, darfor &r y-komponenten av
normalen negativ istallet for positiv.

jjA dS = ”A(gp,u) (—xa—Jd du =
= —JO L 2cos2 @ +2sin® (o)dud(p = —2.[0”d(pfldu =—
Ovning 7.7.
Forst bestammer vi parametriserng. Om vi anvander parametriseringen y = pcosf och z = psin6 fas
X=1-2° -y’ =1-p°
Eftersom x > 0 harvi p: 0 = 1 och 8: 0 — 2m. En parametrisering blir

T(p.0)=(1-p*)é, +pcosdé, + psin 68,
S- p:0-1

0:0-2rx

f-6 >0

Vi kan nu berdkna normalen n = 97 /dp X d7/d6. Med anvandning av parametriseringen fas
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o
op

(—2p8, +cos 08, +sin 68, ) U
=S>N=—x—=p6 +2p° cos €, +2p°sin0g,
op 00

—psin@é + pcosbé,
( y )

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, nn - é,, = p, alltid &r positiv, som orienteringen av ytan.

Om vi anvander parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som
V(p.0)= (1—,02 cos’ Q)éX +(1-psino)é,

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S, darfor ar x-komponenten av normalen
positiv, som orienteringen av ytan.

jjv dS = ”V(r(p,é’)) (a—rx—jdpdé’

2z

1
:H(p—p3 cos2 6 +2p° COSH—ZpSSiHHCOSH)dep=§7Z'
00

Ovning 7.8.

Forst bestdammer vi parametrisering. Om vi anvander x = pcosf och y = psiné fas
Z=4—X2—y2 24—/?2
X+y’<4d = p’<d4 = p<2

Vihar p: 0 - 2 och 6: 0 = 2m. S en parametrisering ar

T(p,0) = pcoso8, + psin 08, +(4-p*)é,

5P 0->2

0:0 27
=6 i(0,04)

Vi kan nu berdkna normalen n = 97 /dp X d7/36. Med anvandning av parametriseringen fas

(cos @8, +sino8, —2p8, )

&P :ﬁ:a—rxa—r—Zp cos @€, +2p° singe, + pe,
8_?_(_ sin 68, + pcos 68, ) o 00
80_ IO X p y
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Notera att z-komponenten av normalen, nn-é, = p ar positiv i punkten (0,0,4), i enlighet med
orienteringen av ytan.

Om vi anvander parametriseringen kan vektorfaltet skrivas som
A= p’sinOcos 8, +(4— p*) psin 68, +(,ocos¢9(4—,02)+1)é2

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S, darfér ar x-komponenten av normalen
positiv, som orienteringen av ytan.

jj/i-dsT=ﬂﬂ(r(p,e))-[2_;x%jdpde

(pzsin 0cos 08, +(4—p2)p8in 08, +(pCOS6’(4—p2)+1)éZ) :

Il
cCt— N
o!—.S’

- (2% cos 08, +2p°sin 08, + pé, ) dod p =
(2p4sin 0cos’ 0+2(4- p*) p*sin’ (9+(p2 0050(4—p2)+p))d49dp

:

Integrationen &r langrandig, men inte svar att utféra. Resultatet blir 44m/3.

o'—”h\l)

Vi ska diskutera en enklare metod att |6sa detta problem i Kapitel 8.

Ovning 7.9.

Vi behéver berikna H E.dS
S
Problemet har symmetri; sa lange S har normalen riktad parallellt med faltet och sa lange S befinner

sig pa avstandet L fran origo kan vi flytta ytan utan att 4ndra vardet pa flodet. Det ar bekvamt att lagga
ytan sa att dess normal &r parallell med z-axeln (se Figur L10).

Figur L10. Geometri for Ovning 7.9
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Vi kan anvinda samma metoder som i Ovningarna (7.4-7.7). | stéllet kan det dock vara pedagogiskt att
anvinda metoden vi diskuterar i Appendix. Om vi skriver dS som dS = dSfi, kan vi uttrycka dS med
(3.9); dS(@, p) = pdedp. Eftersom problemet dr symmetriskt i ¢, kan vi integrera dS(¢, p) i variabeln
@, savihardS(p) = 2rpdp. Normalen ar é,, sa vi har

dS = 27pd pé,

= = 1 Q. .
E.-dS = =8 -(27pd pé
Are, r? r(ﬂppz)

€, =(sindcosp)e, +(sindsinp) € +cosoe,

=€ -é =cosd
cos@=L/L*+p°

= E.dS = Q _Lpdp
2¢, (L2+p2)

3/2

3/2

R R
jE-ds‘ Q Lpdp QL pdp

S 0250(L2+p2) 2500(L2+p2)3/2:
R
QL 3 1 QL i_ 1
25, (L2+pz)1/2 25\ L JIZ4R?

Ovning 7.10.
Berdkning av area ar ett exempel pa integralen (7.20), se Exempel 7.3. Vi behover beridkna

r
ou

A:jsjds med  dS = x%rdudv

Forst berdknar vi en parametrisering av ytan. Vi kan anvdnda x = pcos6 och y = psin@, sa vi har
7 = X2 + y2 — ,02
Eftersom 0 <x < loch—1<y < 1masteviha8:—mn/2 - n/2 och p: 0 = 1. Parametriseringen blir

T(p,0) = pcos68, + psin G, + p*é,
Sip0->1
O.—-nl2—>7xl2

Darmed fas
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or A e oA A
— =(cos 68, +sin 08, + 2,8, )

6’? :>2—r><%:—szcoseéx—2,1325in49éy+,oéZ
%=(—psin9éx+pcoseéy) P
or
3 6 \/4,0 cos’ @+4p"sin* 6+ p° \/4p +p°
0

dpd@ J.J’\/4p +p’dpdf = 72'!«/4,0 +p’dp= 7r

-7l2 0

-1,

S

Ovning 7.11.

Vi ska berdkna

”Ade ”A(u v)x(é—rxajdudv

i ett kartesiskt koordinatsystem.

Vikan anvanda x = cos¢ och z = u, sa vi har y = sing. En parametrisering ar

F(U,p) =cos g€, +sinpé +Ue,
u:-1-1

¢:0-2rx

n-é >0ipunktenx=1,y=0,2=0

Dérefter kan vi berdkna normalen n = dr/d¢@ X 07 /du. Med anvandning av parametriseringen fas

or A n
— =—singé, +cospe,

o or or

= —x—=C0S @€ +Singpe,
ar_é Op ou
ou °

Vi kan notera att x-komponenten av normalen, 1 - é,, = cos¢, ar positivi (1, 0, 0), som orienteringen
av ytan.

Om vi anvander (3.5) kan vi skriva vektorfaltet som (med anvandning av att p = 1)

A=8 +& =(cosp-sing)é +(sinp+cosp)é,

Kryssprodukten blir
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Ap,u) x(?—;xg—m =((cosp—sinp)é, +(sinp+cosp)é, )x(cospé, +singé, ) =€,

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar 6ver S eftersom x-komponenten av normalen ar

positiv, som orienteringen av ytan.

”Ade jjA(r((p,u)) (—@xa—jdq)du

127

127
= [ [(-&)dpdu=—¢ [ [ dpdu=—4re,
-10 -10

Berdkning i ett cylindriskt koordinatsystem.

Ytan dr en cylinder med radie p = 1. Ortsvektorn i ett cylindriskt koordinatsystem ar 7 = pé, + zé,.

Eftersom = 1fas, omvianvanderz = u

r(u,p)=¢,+Ue,

u:r-1-1

@027

n-e >0i punkten x=1y=0,z=0

Vi kan nu berdkna normalen n = 97 /d¢ X 07 /du. Med anvandning av parametriseringen har vi (se
Exempel 3.7 for derivering av &)

ar_aép s

Y o
op 09 :a—rxa—r:é xe, =€
o _s dp ou ” :
ou ¢

Vi noterar att x-komponenten av normalen, i1 - é,, = cosg, ar postive i punkten (1,0,0), som
orienteringen av ytan.

Kryssprodukten blir

or _or
Alp,u)x| —x— |=(& +6 )x& =-&
(0 S |- (e, 08 ),

Nu kan vi berdkna integralen. Notera att vi integrerar over S, darfor ar x-komponenten av normalen

positiv, som orienteringen av ytan.

jijds [[ AT (p.u) > (—¢x6—jd¢du

-1l

o!—,’_\;’ «

6, )dedu = —éj j dedu = 476,
-10
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Ovning 7.12.

Kraften fran vattentrycket ar F = — [[.pdS, se Exempel (7.4). S, kraften Fy, for att halla ytan strax
under vatten, dr Fy = —F = ffspd§, dar S utgdr hela ytan. Integralen ar

Ry =—F = [[(-pn02)dS =—p,g [ 2dS

For att berdkna integralen parametriserar vi forst ytan. Vi anvander (3.11) med r = R och far
T(6,9)=Rsin0cospé, +Rsingsin pé + Rcos 0g,
SO nl2—>nx

p:0>2rx
or . A s
0 Rcosdcos g€, + Rcosdsin g€, — Rsin 6¢,
or =
——=-Rsingsin €, + Rsindcos pe,
op
or _or _ _,.. . g 5
= —x—=R’sind(sin O cos pé, +sin Osin pé, +cos 0§, )
00 Op
z=Rcosd

Sa
J'J' 2dS = R3”cosesin 0(sin 0.cos pé, +sin Osin pé, +cos 08, )dedd

T 2z
=R j J. cos @sin 0 (sin 0.cos pé, +sin Osin pé, +cos 08, Jdpd 0 =
7l2 0
T 27 T 2z
=R%, I J.cosesin2 6 cospdpd 6+ R*6, J. Icos@sinzesin pdpd 0 +
72 0 7l2 0
=0 =0
T 2z
+R%, | [ cos@sinoded6 =
712 0

z

=27R%, j cos” @sin0d@ = 27R%, [—lcos3 9} 2 R%
72 3 /2 3
Darfor ar kraften

F = —%ﬂme?’géz

Vi ska i Kapitel 15 diskutera en enklare metod for att I16sa liknande problem.

Ovning 7.13.

Vi ska berdkna flodet genom en halvsfar med radie r = R. Foér det ”sddra” halvklotet galler i sfariska
koordinater 8: /2 — m.
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Vi skriver nu dS = 7dS, noterar att i = é, och uttrycker dS med (3.15):

.U I§-d§:_2‘_;% H (2cos 68, +siné,)-dS =
S

Sstd ra sodra

2r &
:—ﬂﬂ?,_[ j'(2cos¢9é,+sina9éa)-érstin9d9dgo:
4r R4 e

=27 [ (2c0s 68, +sin 8, )-6, sin 60 =
zl2

s

:—ﬂmf 2C0s0é€, -€ +sinfé, - e, singdg = —£om _[ cosdsingdo =

72 =1 =0 2
__ MM [sinz (9}” _ MM
2R #iz 2R

Notera att flodet ar positivt genom sédra halvklotet eftersom det jordmagnetiska faltet har sin nordpol
vid geografiska sydpolen. Filtlinjerna utanfor jorden ar alltsa riktade fran geografiska sydpolen mot
geografiska nordpolen. Flodet genom det norra halvklotet blir detsamma som i denna uppgift, fast

med motsatt tecken.

56
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Kapitel 8

Ovning 8.1.
Vi kan berdkna divergensen med formel (8.3):
.~ O0A OA 0
divA= A*+ AV+ A
ox oy oz

dar Ay, Ay, A, ar kartesiska komponenter av vektorféltet A (se Ovning 1.1). Vi noterar att uttrycket

(8.3) bara fungerar i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill anvdnda ett annat koordinatsystem
studerar vi lampligen Kapitel 10.

(a) AzxéX
OX
div(xé )=—=1
(€,) OX
(b) A=yeé,

(c) A=xé +yé +z6

X y z
A LA Loa)_OX Oy 0z
div(xé +Vyé +26 |=—+2L4+—=
(xe, + 8, +128,) oy
(d) :&:Xyéx+22éy
: o(xy) oz
div(xyé +z% )= L5
( YE, y) o y
m)ﬂ=1@
X
o(1/x
diV(lész ( ):_iz
X OX X

— 2.02.52 A 2.2, 52 A 2,02, 52 1
(f) A:ex+y+z ex+ex+y+z ey+ex+y+z ez

div(ﬂ) = 6(exa*): - )+ a(exa*; - )+ 8<exa*zy - ) =Xy (2x+2y+2z)

1,

> €, (med &, som basvektor i ett sfariskt koordinatsystem).

(g) A=

-

Vi ska i Kapitel 10 diskutera hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett sfariskt
koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem.

Om vi anvander (3.11) fas 72 = x2 + y? + z2 och med (3.13) kan vi skriva
. XE, +Ye +1z€

6 =—F—t
X2 +y?+72°
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Vi far
X€, +Ye, +12€,

3/2
(x2 +y+ 22)

A=

Nu kan divergensen berdknas med (8.3):

= 0 X 0 y 0 z
dIV(A):& (x2+y2+22)3/2 +5 (x2+y2+22)3/2 +§ (x2+y2+22)3’2 =
=1—3x2(x2+y2+22)7l 1—3y2(x2+y2+22)1+1—322(x2+y2+22)l:0

3/2 3/2
(x2+y2+zz) (x2+y2+22)

3/2
(x2 +y2 4 22)

Det kommer att bli enklare nar kan vi berakna divergensen i ett sfariskt koordinatsystem.

(h) A= pzép (med &, som basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)

Vi ska diskutera i Kapitel 10 hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett cylindriskt

koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem.

Om vi anvander (3.4) far vi p? = x2 + y? och med (3.5) kan vi skriva

A_@+ﬁ
X +y?
Darmed fas
A=x"+y* (x6,+Ye,)

Vi kan nu berdkna divergensen m h a (8.3):
div(ﬂ):g(xdx2+y2)+g(y x2+y2):
OX oy
2 .2 2 2
C2XTHYyT XT+2y _3 ’7x2+y2=3p

_\/x2+y2 +\/x2+y2

Det kommer att bli enklare nar kan vi berdakna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem

— 1.
(i) A= — €, (med €, som basvektor i en cylindriskt koordinatsystem)

58
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Vi ska diskutera i Kapitel 10 hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett cylindriskt
koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem.

Om vi anvander (3.4) far vi p2 = x2 + y? och med (3.5) kan vi skriva
B X, + Y€,

Vi far

X, + Y,

Vi kan nu berdkna divergensen m h a (9.3):

A=

.= O X 0 y
d|V(A):& m +5 m =
1-3%2 (x2 +y?2 )_1 1-3y? (X2 + yz)_l 1 1
= (x2+y2)3/2 + (X2 +y2)3/2 :_(X2 +y2)3/2 :_F

(j) Det kommer att bli enklare nar kan vi berdkna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem.

Ovning 8.2.
Det finns tva villkor som maste uppfyllas for att vi ska kunna anvdnda Gauss’ sats: (1) ytan maste vara
sluten (2) vektorfaltet maste vara kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan.

(@) A=x% +¢,, vyta X"'+y*=4-7°
Ytan &r sfaren x? + y2 + z2 = 4 som &r sluten.
Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart.

Vi kan darmed anvanda Gauss’ sats.

— 1 X2 z?
b) A=x6 +=€ , ytaa —+y +—=1
(b) G Vi y 4

Ytan ar en ellipsoid med centrum i origo, sa det ar en sluten yta.

Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i planet x = 0. Planet x = 0 korsar ytan, sa
vektorfdltet ar inte kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan alltsa inte anvanda Gauss’ sats.

1, XX, z?
=6, yta —+y —4y+—+3=0
X v 9 y y 4
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Vi skriver ytan som

2 2 2 2 2 2

X Z X Z X Z
oy Ay 3=y Ay rar 1= (y-2) 4 5 -1=0
9 4 9 4 9 4
Ytan &r en ellipsoid med centrum i punkten x = 0, y = 2, z = 0. Radien langs y-axeln &r 1. Sa
ytan korsar inte planet x = 0.

Vektorfiltet ar inte kontinuerligt deriverbart i planet x = 0. Men planet x = 0 korsar inte ytan,
sa vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan darmed anvdanda Gauss’ sats.

(d) A==€, yta: X2+ y2+22 =1

= |+

Ytan ar en sfar med centrum i origo.

Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i origo. Sa vektorfiltet ar inte kontinuerligt
deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan alltsa inte anvanda Gauss’ sats.

e) A==€, yta: X° +y*+2°—4z+3=0

= |F

Vi uttrycker ytan som
X+y +2°—42+3=X"+y*+7° -42+4-1=X° +y2+(z—2)2—1:0

Ytan ar en sfar med centrum i punkten x =0, y =0, z=2 och radie 1. S3 origo ligger inte i ytan.

Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i origo. Men origo ar inte i ytan, sa vektorfaltet ar
kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan.

Vi kan alltsa anvanda Gauss’ sats.

(fl A=ré, yta: X2+Zz—y=0

r

Ytan ar en paraboloid, sa det ar inte en sluten yta. Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats.

Ovning 8.3.

Ytan ar sluten och vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan darmed
anvanda Gauss’ sats.
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qZﬁﬂ-d§:jjjdivﬂdV

\

A=T =xe, +Yye, +ze,

Se Ovning 8.1(c);
divA=3
pA-dS = [[[ divAdv = [[[3dv =3[[[dv
S v v v
Integralen &r 6ver volymen innanfor ytan. Ytan &r en ellipsoid, sa V = gnabc. Flodet blir

c_[:.ﬁﬂ-ds_:&/ = 4abc
S

Ovning 8.4.

Ytan ar sluten och vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss’ sats.

+ +
OX oy oz

g‘éﬁﬂ-ds}jvﬂdivﬂdv =jvﬂsz2dv =

={ytan ar en cylindrisk burk med axel langs z-axeln, radie 2 som befinner sig mellan z = -1
och z=1. Sa vi kan uttrycka dV" med (3.9) }=

|

div(ﬂ):a(y) a(x) 8(23):322

2z

!

37%pded pdz = 27[} TSZzpdde = 47Zj3zzd2 = 47z[z3]1_1 =8r
-1

-10

Le—n

Ovning 8.5.

Ytan ar sluten och vektorféltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss’ sats.

div(ﬂ) = o(3x) + o(2y) + o(42) =3+2+4=9
OX oy oz

Sféﬁ/i-dsizjﬂdiv/idv :jygdv =9jydv =9.4° =576

| sista steget har vi berdknat volymen av kuben (som har langden 4).
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Ovning 8.6.

Ytan ar sluten och vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss’ sats. Om ytan skissas, inser vi att cylindergeometri kan anvandas for berakningen av
integralen i Gauss’ sats om vi gor koordinatbytet x = x,y = zoch z - y. Vifar

A 34 34
A=X€ +7°,

NARLIIR

@K-dST:J‘JIdideV :j\J;j3(x2+zz)dV =

={I3t alltsd nu p? = x? + z% och dV = pdpdydg, med p:0 > 1, y:p? - 1, ¢: 0 > 2m}=

2z

11 11 1
= J.J.J.3p3dydpd(p:27:!J.3p3dydp:67r'|.(l—p2)p3dp=
00p2 0 p? 0

o i ] -
4’ 76" |72

Problemet kan dven losas i kartesiska koordinater, pa liknande satt som da man berdknar volymen av
en sfar. Berdkningarna blir da mer omstandliga.

Ovning 8.7.

Ytan ar sluten och vektorféltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfér ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss’ sats.

N 24 A 24
A=12Xx"€, +xz€, —Xz°€,

div( A =8(2X2)+6(XZ)+6(_X22)=2xz+0—2xz=0
( ) OX oy 0z

{Jﬁﬂ-ds‘:jvﬂdivﬂdVZMOdvzo

Notera att flodet genom ett sluten yta alltid &r noll, oberoende av formen pa den slutna ytan.

Ovning 8.8.

Ytan utgor en halvoandlig cylinder med axeln ldngs z-axeln och med y > 0. Cylindern begrdnsas av
planen z = 1 och z = -1. Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen inuti ytan. Vi kan alltsa
anvanda Gauss’ sats.
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_:x\/X2+y2éx+y\/X2+y2éy
div(ﬂ):g(xalx2+y2)+%(y X2+y2):

2x2 +y° x +2y°
= =3y
\/x2+y \/x +y° Ky

Sﬁﬁ/i-ds‘zjvﬂdivﬂdv =m3 X° +y2dV =

S

= {med p? = x2 + y? kan vi skriva dV = pdpdpdz dir p:0 > 2, ¢:0 -
m,z:—1 - 1}=

2

=3-2”.]{p2dqodzdp =37rj-l[p2dzdp = 67z-2[p2dp = 67[[1,03} =167
0210 0 0 3

0

Ovning 8.9.

Ytan ar sluten. Det ar en paraboloid med axeln langs z-axeln och vertex i origo. Paraboloiden begransas
av planet z = 1. Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart i volymen innanfor ytan. Vi kan alltsa anvdnda
Gauss’ sats.

— o
A=Xxye, +17%,

div(ﬂ)=¥+%

q’;ﬁﬂ.ds}wdivﬂdv =w(y+2z)dv =ijdv +2J'\J/‘J'zdv

Forsta integralen, [[[ ydV, &r noll pd grund av symmetri. Ytan har en symmetri med avseende pé z-

=y+2z

axeln; for varje punkt med varde y kan vi i omradet hitta en punkt med varde —y. Vi far
[[] ydv =0
\%

Den andra integralen kan berdknas om vi noterar att kan vi skriva dV = pdpd@dz. Om vi anvander
ytans ekvation kan vi ocksd skriva z = x% + y% = p2. Vi far p:0 > 1, ¢:0 - 2m, z:p? > 1 och
integralen blir

2 1

” de:_l[;[_fz,od(odzdp zﬂ”zpdzdp 24{ Lpdpzﬁi(l—p“)pdpz
5415
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Var sokta integral blir

{ﬁ/x.ds-:jvﬁydwzgjzdvz%

Ovning 8.10

Vi kan inte anvanda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte ar sluten. Men vi kan sluta ytan med hjalp av

en yta S*;
z=0
S*:Ix*+y*<4
n=-6

Pa den slutna ytan S+S* kan vi tillampa Gauss’ sats. Vi behover da subtrahera flodet som beraknas pa
S*. Vifar

[[A s‘=jsj -d§+_ﬂﬂ~d§—£ﬂ-d§=i:_]s‘)*ﬂ-ds_—jlﬂ-ds_=I£jdivﬂdv—L[Rds_

S

Lat oss borja med flodet dver S*:
[[A-dS=|[A-nds =[] A-&,ds =—[[ Ads =—[[dS =—4z
s* s* s* S* o

Vi berdknar nu divergensen

divA=X+Yy+2

J.\_!-J.divﬂdv =I{/”(x+ y+z)dVv =I\_deV +J'\J/‘J. ydV +I\ﬂde

Pa grund av symmetri blir de tva forsta integralerna noll. Betrakta exempelvis den férsta och anvand
cylindrisk parametrisering; x = pcosf och y = psing. Vi far

v -

For den sista termen galler

.[\./” zdV = :[ zdzJ]:_Z 2_[ 32”

0 0

‘27
pCosfpdld pdz =0

0

O ey
O D

ﬂ,&d&? = I”div,&dv —'U A-dS = 32T7Z-+47Z = %ﬂ ; alltsd samma svar som i Ovning 7.8.
S v *
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Ovning 8.11.

Med Gauss’ sats fas
@Rds_:m'divﬂdv :Ijj(3x2+2xy+22+x)dv
S \% \%

Symmetri ger att integralerna Over termerna 2xy och 2z ger bidragen 0 (omradet V dr symmetriskt
map planen y = 0 och z = 0, medan 2xy och 2z &r antisymmetriska map dessa plan).

Vi kan uttrycka volymselementet som dV = nr?dx = m(4 — x?)dx. Vi far

fhA-as = [ (3¢ +xjv =%

Ovning 8.12.

Ytorna Sy, S, ar inte slutna, sa vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt. Men ytan § = §; — S, ar sluten,
se Figur L11.

X

Figur L11. Geometri fér Ovning 8.12.

Vi kan alltsa anvéanda Gauss’ sats pa S. Vi far
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gf;ﬁﬂ-ds‘=jydivﬂdv =j£j(—4x+2y+2z)dv =
=—4jvjjde+2ijydv +2szdv

TH—/

dar de forsta tva integralerna ar noll pa grund av symmetri. Den tredje integralen kan berdknas med
sfarisk parametrisering:

iﬁﬂ-d§:2IJIZdV:2

Flédet 6ver S, ar enkelt att berdkna i cylindriska koordinater eftersom dS = é,dS.

27 7l2 4

I_[rcos@rzsinededgodr:”R .
00 % T 2

O =y U

A-dS=[[A-eds=[[3(z=x)dS = 3x2dS =
[[A-as=|A-edo=[sGxes = [fo

2

- I[:[?:(pCOSgo)z pdpde = 3”4R4

Man kan ovan, om man vill vara listig, utnyttja att integralen éver x2 &r densamma som den Sver

2

y?och darmed skriva om x? som p?/2.

Nu kan vi berakna flodet 6ver S; fran (notera attS = S; — S,)

ggS/X-dsT: g{:ﬁ A-ds‘:jjﬂ-ds?-ﬂﬂds?
S S-S, S,

S

Vi far

[[A-dS =qpA-d5+[[ A -d5 = >R
S S Sz 4

Svaret blir

sz\.ds-/g/x.dg:g
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Kapitel 9

Ovning 9.1.
Vi kan beradkna rotationen med (10.3):

6 6 &

roth=| " < i:(%_ﬂ]éx{%_%]é +(@_%]é
oX oy oz oy oz oz ox )’ \ox oy )°
AA A

dar Ay, Ay, A, ar kartesiska komponenter av vektorfaltet A (se Ovning 1.1). Vi noterar att uttrycket
(9.3) bara ar tillampbart i ett kartesiskt koordinatsystem. Om vi vill anvanda ett annat koordinatsystem

maste vi studera Kapitel 10.

(@) A=xé —zé

6 & 6
~ |0 0 0 R R . =
rotA:& e 5:(O—O)ex+(0—0)ey+(0—0)ez:0
X 0 -z

(b) A=y%*€ —x%

éX Ay éZ
_ o(-x* o(y? o(-x*) o(y?
rotAzg i g:[ ( )Jéx—{—( (y )Jéy-i—( ( ) (y >\Jéz=(2X2y)éz
oXx oy oz 0z 0z OX
y> x> 0
(c) A=xyé +yzgé,
éX Ay éZ
rot,&:2 o 91 o(y2) 8, + 8(xy)_6(yz) 6 + _6(xy) 6 =126 —x€,
ox oy oz oy oz ox )’
Xy 0 yz
(d) A=xé +Yé, +726,

éX Ay éZ
oA=L L O[22 éx+(%ﬁjéy+ Y_Kle -5
oXx oy oz oy o0z 0z OX ox oy
X y z
(f) A= pzép (med é, utgdrande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)
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Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur kan vi berdkna divergensen direkt i ett cylindriskt

koordinatsystem. Nu maste vektorféltet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem

Om vi anvander (3.4) fas p? = x? + y?2 och (3.5) kan vi skriva
. Xe, +VYe

A . A X A Yy
cos e, +siIn (oey = e, + ey =
\/Xz N yz \/XZ N yz /Xz N yz

e, =
Sa,
A=p’e, =x*+y* (x6 +yé))
€, e, €,
ota=| 2 9 a1\
OX oy 0z
XX +y2 yE+y: 0
6(y x2+y2) a(xwlx2+y2) G(y x2+y2) a(xw/x2+y2)
= ———— | ——— |6, + - €, =
0z 0z g OX oy
oy 6 -0
\/x2+y2 \/x2+y2

utgérande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)

(8) A=pé, (med ¢,

Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett cylindriskt

koordinatsystem. Nu maste vektorfaltet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem.

Om vi anvander (3.4) har vi p? = x2 + y? och med (3.5) kan vi skriva
. TYE +XE

. L . y . X
6, =—siNge +Cospé =—————€ + ——6€ =———
\/x +y \/x +y X +Y

Darmed fas

A=pé, =—y& +X§,
e, € §

oo O O g:(_Qjéx+[a<—y>jéy+(w_a<-y>}z:2@
oXx oy oz 0z 0z OX oy
-y x 0
68
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(h) A=cos ©0é.  (med &, utgbrande en basvektor i ett sfariskt koordinatsystem)
Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett sfariskt

koordinatsystem. Nu maste vektorfaltet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem.
Om vi anvénder Figur (3.5) fas cosf = z/\/x% + y2 + z% och med (3.13) kan vi skriva

. XE +Ye +1z€

e =
r

X+ yi+ 7

Sa vektorfaltet kan skrivas som

A z X6 +Yye +128, xz6 +yzé +17%,
- - 2 2 2
\/x2+y2+22 \/x2+y2+22 X“+y +z
€ , é,
= 0 0 0
rotA = — — — =
ox oy 3
Xz yz z°
X+yi 2t xXwyr+zt X ayi+r’

I G O S Nl (R 22N | PO
oy\ x> +y*+2*) oz x2+y2+z2 g

+ QL _2 é +
oz\ x> +y*+z7° ) ox\ xX*+y*+2*))”

0 yz 0
+ _ —_—
ox\ X+y +22 ) oy 2+yi+7’

2y7? y(X*+y*+2%)-2y2°
) _(x2+y2+22)2_ (x2+y2+22)2 <
x(x2+y2+22)—2xz2 2y72 X
’ (x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2 o
2Xyz 2Xyz A
’ _(x2+y2+zz)2+(x2+y2+zz)2 "=

—YE +X€, sing .
€ = 2 = €
r r

_ . X
y e +

69
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(i) A= é(/) (med &, utgérande en basvektor i ett sfariskt koordinatsystem)

Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan berdkna divergensen direkt i ett sfariskt

koordinatsystem. Nu maste vektorfaltet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem.

Om vi anvander Figur (3.5) fas cosf = z//x% + y2 + z2 och med (3.13) kan vi skriva

) L . TYE X
é, =—sinpé, +cosgé, =———
2 2
X2 +y
é, ) é,
roth=| < o 9
OX oy 0z
NG O
_|_9 X é o) 2y & + 9 X B €, =
Oz| X* +y? az| Jx+y? )7 x| X +y? ) Y Py )]
2 2
1- zx 2 1- 2y 2
] O Y R O S i vl
x{x2+y? ) O C+y? )] | Iy Iy |
1 . 1
= e = - ez
/x2+y2 rsind
Ovning 9.2.

Det finns tva villkor som maste uppfyllas fér anvandning av Stokes’ sats: (1) kurvan maste vara sluten
och (2) vektorfaltet maste vara kontinuerligt deriverbart i ytan vars rand utgor kurvan.

(@) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan &r en cirkel i planet y = 3 (en sluten kurva).

Darfor kan vi anvanda Stokes’ sats.
(b) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan ar en ellips som ligger i yz-planet (och den ar

sluten eftersom u: 0 — 2m). Darfor kan vi anvanda Stokes’ sats.
(c) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan &r en ellips som ligger i yz-planet. Men den ar

inte sluten eftersom u: 0 — m. Darfor kan vi inte anvanda Stokes’ sats.
(d) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan ar en cirkel med radie 1 som ligger i xy-planet

(en sluten kurva). Darfor kan vi anvdanda Stokes’ sats.

70

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB



(e) Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Kurvan utgor skarningen mellan konen som har axel
langs z-axeln och planet z + y = 1. Men planen &ar parallella till konens yta, sa skarningen ar
en parabel. En parabel ar inte en sluten kurva, sa vi kan inte anvanda Stokes’ sats.

(f) Vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i p = 0, alltsa langs z-axeln. Kurvan &r en cirkel
runt z-axeln, sa varje yta med rand pa kurvan korsar z-axeln. Eftersom vektorfiltet inte ar
kontinuerligt deriverbart langs z-axeln kan vi inte anvdanda Stokes’ sats.

(g) Kurvan ar en sluten kurva runt z-axeln. Men vektorfaltet ar inte kontinuerligt deriverbart i x =
0,y = 0, alltsd langs z-axeln. Darfor kan vi inte anvdnda Stokes’ sats.

Ovning 9.3.
Kurvan ar en ellips som ligger i xy-planet med radier a och b. Vektorféltet ar kontinuerligt deriverbart.

Sa vi kan anvanda Stokes’ sats.

c]SRdrzﬂrothS_
L S

Rotationen ar

e 6 €
X y z
e ) g(a_]e(wje [MM}%
ox oy oz| \eéz oz )’ OX oy
y —-x 0

Som yta anvander vi ellipsen. Vi skriver dS = AidS, se (7.2). Normalen 7 till ytan ligger lings z-axeln
eftersom ellipsen ligger i xy-planet. Men orienteringen av ytan definieras inte, sa vi vet inteom i = ¢,

elleri = —é,. Omvitarfl = é, far vi
¢ A-dr = [[rotA-dS = -2[[¢,-6,ds =—2[[ dS = ~27ab
L S S S
Notera att vi kunde ha tagit i = —é,. | detta fall blir resultatet 2mab.
Ovning 9.4.

Kurvan ar en ellips som ligger i planet x = 2, med radierna 3 och 2 med centrum i origo. Vektorfiltet ar

kontinuerligt deriverbart. Sa vi kan anvanda Stokes’ sats:

cﬁﬂdrz_”rotﬂ-ds_
L S

6 & &
rotA = 0 0 9 _[¥, 2 éx+(@jé +(—%]éz =26

ox oy oz| \ey oz ox )’ OX

0 -z vy

Som yta anvander vi ellipsen. Vi skriver dS = 7AdS, se (7.2). Normalen 7 till ytan ligger ldngs x-axeln
eftersom ellipsen ligger i yz-planet. | punkten P: x = 2,y = 0,z = 3 dr kurvan orienterad som é,,. Det

betyder att A = — é,. 54 dS = — &,dS. Se Figur L12(a).
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Ovning 9.5.

Kurvan ar en ellips som ligger i planet y = 0, med radier ¢ och d och centrum i punkten x =a, y =0,
z = b. Vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Vi kan alltsa anvanda Stokes’ sats.

gﬁﬂdrzﬂ.rotﬂ-ds_

L S
For att berdkna rotationen maste vi forst uttrycka vektorfaltet i ett kartesiskt koordinatsystem med
(3.13):

€, =Ccos @ cos pé, +cosasin (péy —sin g,
Men notera att kurvan ligger i planet y = 0, sa ¢ = 0 fér x > 0 och ¢ = m for x < 0. Darfor kan vi
forenkla uttrycket som

€, =Ccos e, —sin &g, forx>0

€, =—C0s @€, —sin ¢, forx <0

Om vi uttrycker r, cosf och sind med kartesiska koordinater, med y = 0 fas

z
C0SH0 = ——
X2+ 22
Sine:%
X*+1
r=x’+2°

Vektorfaltet kan skrivas som:

rcosfé, —rsinge, =z6 —|x|6,= 26, —x§, forx>0

,&:rég: N A N . A N ..
—rcosgé, —rsingé, =—z6, —|x|é,=—z¢, +xé, forx<0

Rotationen ar

e, ”y é,

rot,&:i 9 2:Zéy forx >0
oXx oy oz
Z 0 —x
é, Ay é,

rotﬂzg 9 Qz—Zéy forx <0
ox oy oz
-z 0 X
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Som yta anvander vi ellipsen. Vi kan skriva dS = AdS, se (7.2). Normalen 1 till ytan ligger langs y-axeln
eftersom ellipsen ligger i xz-planet. | punkten P:x = a,y = 0,z = b — d &r kurvan orienterad som
—&y, sa vimdste hafi = + é,,. Se Figur L12(b).
Nar vi beraknar integralen har vi tva fall:

(1) a > ¢ saellipsen liggerix >0

(2) a <-csaellipsenliggerix <0

(1) Vi har

rotA=26, och dS=fdS=¢dS
¢ A-dr = [[rotA-dS =2[[¢, -6 ds = 2[[ dS = 27rcd
L S S S

(2) Vi har

otA = ~28, och dS =AdS = é,dS
gSA F=”rotA dS——ZHe dS——ZIIdS——chd
L S

=

Figur L12. (a) geometri for 6vning 9.4. (b) geometri for 6vning 9.5

Ovning 9.6.
Kurvan ar en ellips som ligger i planet y + z = 0. Vektorfdltet ar kontinuerligt deriverbart sa vi kan
anvanda Stokes’ sats:
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rotA = (y + 2x)€,

Eftersom rotationen &r langs é, blir den enklaste ytan vi kan anvdnda en vertikal cylinder med bas pa
ellipsen och som i éverdelen sluts med en cirkelyta som ligger xy-planet. Se Figur. Ytan utgdr summan
av mantelytan §p och den horisontella ytan S,. P4 grund av kurvans orientering (normalen pekar inat
volymen) far vi S, = —&,dS. Vidare &r normalen till S, parallell med xy-planet, sa é,-dS, = 0. Se
Figur L13(a).

Med anvandning av Stokes’ sats fas darmed

Ljrotﬂ-d§:.[sj(y+2x)éz-dS_:g(y+2x)éZ-d§z +g(y+2x)éz -=d0§p =

= [[(y+2x)8,(-¢,)ds, =-[ (y+2x)ds, =

={Eftersom cylinderns axel inte utgors av z-axeln, byter vi variabel
y' =y —1ochfar}=

=—[[(y+2x+1)ds, =—[[ (psin@+2pcos 9+1)dS, =—[[ dS, ==
s, S s,

2]

Figur L13. (a) geometri for 6vning 9.6. (b) geometri for 6vning 9.7

Ovning 9.7.
Kurvan &r sluten och vektorfaltet ar kontinuerligt deriverbart. Sa vi kan anvanda Stokes’ sats for ytan
och normalen, se Figur L13(b).
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Ovning 9.8.
Vektorfaltet A ar konservativt om rotA = 0.

(a) A=x%6 +y%6, +17°%,

e €6 é
X y z
2 2 2 2 2 2
i[O O 2| (@ ), (¢ a ) (¥ ), g
oX oy oz oy oz oz ox )’ \ox oy
X2 y2 Z2

& 6 6
X y z
2 2 2 2 2 2
oo|l 2 2| (¥ a, (o N, (@t o)y o e
oX oy oz oy oz oz 0oX ox oy
X2 Z2 y2

Vektorfaltet ar inte konservativt.

(c) A="1 (p)ép (med &, utgérande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)

Vihar p = /x? + y?, och
. XE +Ye

A L X y
€, = COS¢)€X+5|n(Pey:\/X2+y2 eX+\/x2+y2 ey_\/m
flo)x o, f)y

2 Y

XY Xy

A=

e, +
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D>
D>

rotA =

|
S RSN
Q| <
ISSAESTIR
1l
—
SR
VR
><N:\
DS
<=
N—
|

o) o)y
\/x2+y2 \/x2+y2

Viharp = /x2 + y?, sa

o(p) _of op _of oyx’+y* _of  x

ox dpox dp X Op [ty

H(p)_ofop_of oy+y* _of y
o opdy op oy P \X* +y?

Darfor blir

af(p)xy—f(p) Xy
oty ) o %
x| X% +y? X2 +y°

of

(p)Xy— (p) ny 2
af f(p)x | op X +y
oyl Jx+y? | X*+y?
och

rot( f (p) ép) = 0 ; vektorfiltet r konservativt.

(d) A=f (p)é¢ (med &, utgérande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem)

Vihar p = ,/x? + y?, och
. TYE +XE,

3 H A A _y 3 X
e(p= —Sln(DeX‘i‘COS(Dey:\/Xz_'_yz eX+_\/X2+y2 ey_ \/m
_ f(p)y 6+ f(p)x 6,

Py Xy

|
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€, é, é
ota=| 2 o ol ol flpx | af fp)y éz
aX ay az aX ’Xz + y2 8y XZ + y2

_flo)y  tlp)x
\/x2+y2 \/x2+y2

Darfor galler

af(p) 2 2 2 X

It (p) XY = (p)—
o f(p)x | _ 9p () () X*+y°
OX \/x2+y2 - X2 +y°

T o )

o t(p)y ) op
2 2

ol SE+y? | X +y

Efter lite algebra far vi

rot(f(p)ép):( o + .

Alltsa ar vektorfaltet inte konservativt.

Ovning 9.9.

Eftersom L ar okdand kan inte integralen berdknas direkt. Vi kan inte heller anvdanda Stokes’ sats direkt
eftersom L ar en 6ppen kurva. Men vi kan betrakta den slutna kurva Ly som bestar av L och linjen L,
fran punkten Q till punkten P (notera att L ar fran fran P till O, s3 L, maste vara fran Q till P for att

L ska vara sluten, se Figur L14).

SBA-dr: cj') A-dr:j_~dr+jﬂ~dr
Lo L

L+l L

Vi far

—
>
o
=l
Il
)
|
o
=l
|
L —
pd
o
=l
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Figur L14. Geometri fér Ovning 9.9

| den forsta integralen kan vi anvanda Stokes’ sats,
pA-dr =[[(vxA)-dS = [[(22(¢,+¢,)+5¢,)-(-6,)dS =5[] dS =-
Ly S S S

| den andra integralen har vi dr = é,dx,

Integralen blir
I A.dr =55+~
3

Ovning 9.10.

Ytans rand utgérs av kurvan L; + L+ L, — L', se Figur L15. Notera att L, &r motsatt orienterad
relativt L. Med Stokes’ sats fas

Hroths_: <f> A r=gS rqS 36 A-dr +pA-dr =
S L -L

L+L'+L,-L Ly

_gSA dr+gSA

ueﬂ
D_
=l
Il

reon
>|
o
=l
+

T o
>|
o
=l

-
-
N}
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A 4

Figur L15. Geometri fér Ovning 9.10.

Den forsta integrationen utfors langs Lq, en cirkel med radie a i xy-planet. Viharr=gq, 0 = 6, = /2,
dr = adpé, med ¢: 0 — 2. Ddrmed fas

(jSK dF=<j'>%tan%é¢ -szcj.%tanﬁé(a é,adp=
L L L
2z 2z

Den andra integralen berdknas langs L,, en cirkel med radie a parallell med xy-planet. Vi far r =
aasina, 6 = a, d7 = asina dpé, med ¢: 2 — 0. Foljaktligen galler

ggﬂ-dfzgsltan%éw -dF:{f)itan%é(p -8 asinadgp =
L2 LZ Ll

0 0
o . . o . (04
= | tan=sinadp =sinatan= | dp =—-4zsin*=
Zjﬂ 2 ¢ 22[, ¢ 2

Integralen blir

s L

jjrotﬂds_:q.)ﬂdeLi)RdF:27z—47rsin2%=chosa.
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Ovning 9.11.
Det ar komplicerat att berdkna integralen direkt.
Men om vi berdknar rotationen far vi

rotA=0

Darfor har, enligt Sats (9.3), vektorfaltet en potential. Sa linjeintegralen dr oberoende av vdgen och vi
kan ta den enklaste kurvan fran start- till slutpunkten.

Kurvan startar it =0 och slutari t = w/2.

7 (0) = (L,1,1)
F(z/2)=(13)

Den enklaste vagen dr darmed den réata linjen fran (1,1,1) till (1,1,3).

Lo r(u)=¢ +éy+uéZ
u:l1—-3

Pa vagen L’ blir vektorfaltet
A(u)=u’é, +u’, +2ué,

och integralen blir
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Kapitel 10

Ovning 10.1.

Vi kan anvanda (10.43) for att berdkna gradienten
op, 10¢p,. 00,
2y 108 OB

op YoXoli; 0z

Vi ser att gradienten ar definierad i ett cylindriskt koordinatsystem om vi anvander detta uttryck.

gradg =

op, 1lop,. Op,. .

(a) grad(p)=a—pep+;%e¢+—'§ez=ep

a(psmgo)é +£a(psm¢)é +8(p5|n(0)é
op ' p  Op ’ oz

(c) grad(pzsingo+zsm(pj=
Yo,
:i pzsin¢+zsm¢ é +li pzsingo+zsm(p é +2 pzsingo+zsm(p e, =
op Yol r 0 MG Yo,

:(Zpsin(p— Zi')rzl(pjép +(pCOS(p+ Z(ﬁf(p]éw +

(b) grad(psing)= , =Sinpe€  +Ccosgpé,

Ovning 10.2.
Vi kan anvanda (10.44) for att berdkna divergensen
divﬂzla(pAp)+laA“’ ey
p Op p op O
Notera att vid anvindning av detta uttryck mdaste vektorfiltet A definieras i ett cylindriskt
koordinatsystem eftersom A,, A, och A, dr komponenterna av vektorn i ett cylindriskt

koordinatsystem. For att bestimma komponenterna kan vi studera Ovning 3.3.

(b) A=6, = A =0,A=1A=0
_10(p0) 101 00 _

div(e,)==——+= 0
p Op pop oz
é
() A= = A =—A=0A=0
P
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o
le(Zép):i (pz)zi
p op p
(f) A ° A =0,A 0
=— = =V, =—, =
P ? Cop
é d(p0
d|v(_‘pjzlﬁ+ii[lj+@zo
p) p Op pop\p) oz

(g) A=p’singé, = A =0,A =p’sing, A =0

L, 10(p’sing)
div(p?singé J==—"———"/= pcos

(p*sing, ) e, CPeose
(h) A=pcospé, + psingé, +77%,

2

= A, =pcosgp, A =psing, A =1

8(,02 coS(/))JrlapSin(o_Fﬁ_Zz_
op p  O0p 0z
COS@+COS@p+22 =3C0Sp+22

div(pcosgé, + psingé, +2°¢,) =

N x|

Ovning 10.3.

Vi kan anvanda (10.45) for att berdkna rotationen

_ oA oA opA oA
othe| LA Py s [P OA s (1PA _10R 6,
pop oz )" ez op)”?

Notera att vid anvindning av detta uttryck maste vektorfiltet A definieras i ett cylindriskt
koordinatsystem eftersom A,, A, och A, dr komponenterna av vektorn i ett cylindriskt

koordinatsystem. For att bestimma komponenterna kan vi studera Ovning 3.3.
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(a) A=é A, =LA =0,A =0

=
rot(ép) [l@—@j X +[Q—QJ

pOop 0L o0z Op

(‘D)

(rom 1,
(b) A= pé

—
. 100 00 op 00, 10p0 190 —
rot(pé,) = (————jep (—p —je (—L—— pj =0

oL oOp

() A=cosgé, = A =cosgp, A =0,A =0

I’Ot(COSgpép):(i@_@Jép [80(;38(/)_2_0]@@+[16@p0_£acaostéz: nqz)éz
z  0p pop p Op p

+

— 1
@ A== = A ==,A=0A=0
rot| 2 |=(L90_0)s [ 2 E DOl (10 T 0111e
0 pop oz ® 0z 6,0 p Op pop\p

(e) A=6, => A =0,A =LA =0

(o) (122 (220 (100 100, 1,

pop 01 oz op pop pdp)° p*
— € 1
fH A== = A =0A==,A=0
p p
€, 100 o0(1)), 00 40 ), 10 1) 100 =
rot| = |=| ——-—| = ||, +| — — |, +| ——| p— |-—— |6, =0
p) \pop az\p))” \oz dp)” \pop\' p) pog
Ovning 10.4.
Vi kan anvanda (10.61) for att berakna gradienten
gradg =— 9 +—% ! 8¢
or rog "’ rsm@@gp

Vi noterar att gradienten ar definierad i ett sfariskt koordinatsystem om vi anvander detta uttryck.

r - -

or. lor, 1 or,
(a) grad(r)za—e PPV L Aot Al
r rsiné op

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 83



2 2 2
(b) grad(rz):aLér+laLé9+ L O _one —or
or r 00 rsing op °

) grad(rsing)=2rSN0),  10(rsin0), 1 o(rsin)

or r o6 rsin@ oo
=sin g€, +Ccosék,

€, =

. o(rsing) ., 10(rsing) 1 o(rsing) .
(d) grad(rsmgp)z%eﬁﬁ (80 ¢)e9+rsin¢9 (a¢ go)ew:
. . COSQ
=singé, +—— "¢,

1 o1y, 10 (1), 1 0(1), 1,
(e) grad| = |[=—| =& +=—| = |6, +———| = |, =—5¢€
r) or\r roe\r rsinfop\r)” r

(f) grad(ij—g(ijé +1i(ijé + 1 i(ijé __Eé
r2) or\r?)" roo\r?)” rsingop\r2)” "

cosd of(cos@). 1 0 (cosd), 1 0 (cosd ).
(g) grad — |== — |& +=— — &gt ———— — |, =
r or\ r roo\ r rsin@ op\ r ¢

2cos@ ., sing@
- 3 r 3 0

]
(h) gradErcoséwsmr (/’]:

A2 H in2

_o reosg+ 20 & éﬁli rcosg+ 20 & é, + l 2 rcosg+ 20 # g

or r r oo r rsind oo r v
P2

:[cose—sm ¢}ér—sin9ég+

r.2

2sin PCoSQ o
r’sing *

Ovning 10.5.
Vi kan anvanda (10.62) for att berdkna divergensen

18(r2A)+ 1 O(singA) 1 OA
r’ or rsind 06 rsiné oe

Notera att vid anvindning av detta uttryck maste vektorfiltet A definieras i ett sfariskt
koordinatsystem eftersom A,, Ag och A, ar komponenterna av vektorn i ett sfariskt koordinatsystem.

divA =

For att bestimma komponenterna kan vi studera Ovning 3.9.
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

(8)

(h)

A=é, = A=0A=1A=0
1 9(sin@) cosd
rsind o6 rsiné

A=6, = A=0A=0A-=1

div(é, )= L d_,
?7rsin@ dp
K:%; = A,=%,A€:O,A¢=O
dlv(lérjzéﬁ(rzlj:%
r r<or r) r
/S:rizér = A:riz,Ae:O,Aq,:O
9

A=ré, = A=0,A=rA =0

1 8(rsint9)_cos€
rsin@ 060 sin@

A=rcospé, = A =0,A =rcosp, A =0

1 0(sinfrcose) cosécose
rsing 00 sin@

div(rcos¢pé,) =
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i) A=re, = A=0,A=0A-=r
__L oo,
rsiné op

div(ré, )

(k) div(r?6, +r?singsiné, +r’sinOcospé, ) =

10(r') 1 8(r’sin’gsing) 1 8(r’sindcose)
+

r’ or rsing 00 rsing o
2 ot 2 a1
—are ! S_IM)Zsinecoséi—r sfmesingo:4r+2rsingoc059—rsingo
rsiné rsiné
Ovning 10.6.

Vi kan anvanda (10.63) for att berdkna rotationen

— o(sin@A o(rA 0
i _L_[26NOA) on ) 1f 1 oa A(MA)), 1(0(rA) oA,
rsin@ 00 o r{sind op or ri or 00 )”*

Notera att vid anvidndning av detta uttryck maste vektorfiltet A definieras i ett sfiriskt
koordinatsystem eftersom A, Ag och A, ar komponenterna av vektorn i ett sfariskt koordinatsystem.

For att bestimma komponenterna kan vi studera Ovning 3.9.

() A=6 = A=LA=0,A=0

G\ L 1 a), 1 a), _;
rot(6)==| ——1&+=|-— |6, =
r\sin@ op r\. o6

(b) A=rcosg€ = A =rcosp, A,=0,A =0

rot(rcos@r)zl( 1 arcoswjé9+1[_ar005(pjé __sing,

risind op r 060 )’ sing”’

() A=, = A=0,A=1LA=0

rot(ég)—L(— aljér +1{Mjé _1o0), =%é

“rsingl g r. or )% ror ?

(d) A=¢, = A=0,A=0A =1

4

rot(6, )= 1 [a(sme)}éﬁl[ a(r)jégz cos® —%ég

rsing\ oo rl - or rsing '

(e) A=r’singé +cospé, = A =r’sing, A =0, A =cosp
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rot(r?sin 08, +cos gé, ) =

1 [6(sin6‘c03¢))jé+1[ 1 or?sing a(rcosw)]é 1( arzsiné?]é ~
r - [ PN [

rsing

00 risin@ oo or r 06
:Cos'g_cowér—Cos¢é9—rcoseé¢
rsing r

Ovning 10.7.

Ett vektorfalt A &r konservativt om dess rotation ar noll, rotA = 0. Se Avsnitt 9.4.

Om det &r konservativt finns det en potential ¢, for vilken vi kan skriva grad¢ = A. Vi kan berédkna
potentialen med metoden vi har diskuterat i Kapitel 5 (se Ovning 5.2).

(a) A=COS¢ep—Slnqpe¢ (i ett cylindriskt koordinatsystem).

Om vi anvinder (10.45) for rotationen, se Ovning 10.3, far vi

rotﬂz(—a(_mn(p)}ép+(8C08(pjé¢,+(l 8,0(—sm(p)_lﬁcos(pJéZ _

oz oz P op p 0@

[ sing lslngo] & =0

PP

Sa vektorfaltet ar konservativt och vi kan berdkna potentialen ¢.
Eftersom grad¢ = A far vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se
(10.43) och Ovning 10.1):

grad¢ =— ¢ 1%e —¢e =AE +AE +AE
8,0 pop 7 oz
Om vi jamfoér p—komponenter fas

0¢ o¢ @ @
—=A = —L=cos¢ = ¢=|cosedp=pcosep+F(p,z
op 7 op v / J (7.2)

Om vi jamfér gp—komponenter fas

l%:A«) ——¢:—sin(p
p op p Op _OF
olpcosp+F(p,z 6
¢=pcosp+F(p,z7) = 19 _1 (peose+F(9.2)) —smgo+a—F v
pop p o op

=F(p,2)=G(z)

Om vi jamfor z-komponenter fas
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%:AZ = %:O
0z 0z oG
=—=0=>G(z)=c
$=pcosp+G(z) = ap _0(pcose+G(2))_aG|
r ¢ 0z 0z 0z

Potentialen blir alltsa
@=pCoSp+C

2sin @ Cos @ s
4
Yo
Om vi anvinder (10.45) fér rotationen, se Ovning 10.3, fas

rOtA — _ 0 [ 2singcosg 6 4 10 pZSlngoCOSgo 6 -0
oz P " \pop P

Sa vektorfaltet ar konservativt och vi kan berdkna potentialen ¢.

(b) A= (i ett cylindriskt koordinatsystem).

Eftersom grad¢ = A far vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se
(10.43) och Ovning 10.1):

grad¢=%ép +l%é +%éZ = Apép +A¢é¢ +Ag,

op pop * oz
Om vi jamfér p—komponenter fas
%:Ap - P o o ¢=F(p.2)
op op

Om vi jamfér p—komponenter fas
10 10 2sin ¢ cos
104 _, _ 1099 _2sinpcose

pop 7 p o9 p oF ..

109 18F(¢ z) :>£=25In(pCOSg0:>
$=F(p2) > ——=—"—"2

pop p Op

=F =IZsin pcospde =sin® p+G(z2)

Om vi jamfor z-komponenter fas

% _p L ¥,
oz oz oG
- =-—=0=G(z)=c
p=sin’ p+G(z) = g _0(sin*p+G() ac|
4 oz oz oz

Potentialen blir alltsa

$p=sin*p+c
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(c) A=rsin Q(Sin 08, +cos Hég) (i ett sfariskt koordinatsystem).

Om vi anvinder (10.63) for rotationen, se Ovning 10.6, far vi

— 1 orsinfcosd@ ). 1( 1 orsin?é).
rotA = - 6 +=| ——— |6, +

rsiné op sind  Op
1(a(rzsin¢90050) orsin® o
+_ —

é :E(erin&cosH—Zrcosesin0)é =0
r or 00 7 r ¢

Sa vektorfdltet ar konservativt och vi kan berdkna potentialen ¢.

Eftersom grad¢ = A fir vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se
(10.61) och Ovning 10.4):

¢ 10¢ . 1 0¢ . R R R
radg=—¢e +——¢,+ —& =A€é +AE +AE€
gradg r rod ° rsin@op * AL AL,

Om vi jamfor r-komponenter fas

op o¢
X = = —Z=rsin’d = rsin?@dr = r sin® 0+ F (6,
oA = ¢=] > (6.0)

Om vi jamfor &—komponenter fas

10¢ 134

i = =L =rsinfdcosd
r o6

1.,
G(I’ZSIn29+F(9,¢))j
¢:%rzsin29+F(0,¢) _, 1o 112

:rsin¢9cos¢9+ﬁ
roé r 00 00

oF
= -0 F(6,0)=G
= —,=0 = F(0.9)=G(p)

Om vi jéimfé')r ¢@-komponenter fas

1 A N 1 8¢
rsmeago rsmeﬁq)
1 2 ain?2 j =
ol =r°sin“0+G
¢—1rzsin2¢9+G() . L o _ 1 (2 (v) _6
2 rsin@ op rsiné op op

@:0 = G(z2)=c
7

Potentialen blir alltsa

¢_ r’sin@+c
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Ovning 10.8.
Ett vektorfilt A har en skalar potential om det ar konservativt, se Avsnitt 9.4. Vi behover alltsa
underséka om rotA = 0.

(a) A=Tf(r)é (i ett sfariskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.63), se ocksa Ovning 10.6:

— o(singA o(rA 0
oho L [2(MOA) oa ), 1 1 oa O(rA)). 1(0(rA) oA ),
rsiné 00 op r{sin@ oo or ri or 00 )”*

rotﬂ:l Lm é9+l _M g =
r|sind oo r 09 |°

-0 =0

0

eftersom funktionen f beror av variabeln » och inte av variablerna @ och ¢.
Vektorfaltet ar alltsd konservativt.

(b) A= f(p)é (i ett sfariskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.63), se ocksa Ovning 10.6:

rOt/E\Z1 LM é9+1 _M é :1 1 af(¢) ég
r\sing dp rl 00 |” rising dp

=0

eftersom funktionen f beror av variabeln ¢ och inte av variablerna r och 6.
Rotationen ar inte noll och vektorfiltet dr konservativt bara om df /d¢ = 0, det vill sdga om
vektorfaltet inte beror pa ¢.

(c) A=f(r)g, (i ett sfariskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.63), se ocksa Ovning 10.6:

rOtA = — (_af(r)jérJrl[Mjé =l£a(rf(r))jé¢

op r or Cor or
Sa faltet ar konservativt bara om d(rf)/dr = 0, det vill sdga om f(r) = c/r.

(d) A=f (r)é(p (i ett sfariskt koordinatsystem).
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Vektorfaltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.63), se ocksd Ovning 10.6:

oth L (a(sinef(r))]é _E[a(rf(r))jég

rsind o0 Tor or

Sa faltet ar inte konservativt.

(e) A=f (p)ép (i ett cylindriskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.45), se ocksa Ovning 10.3:

_ oA oA OopA oA
rom:(laﬁ__w]ép J{_P_aﬁ]éw J{lﬁ_l_f’jéz

pop 02 oz oOp p Op p Op
o= Wjéw_[l@f <p>jéz:a
0z p Op

eftersom funktionen f beror pa variabeln p och inte pa variablerna z och ¢.
Vektorféltet ar alltsa konservativt.

() A=f1 ((p)ép (i ett cylindriskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.45), se ocksd Ovning 10.3:

rotﬁ\:(M)é _ i@f(q)) ézz_iaf((l))é
oz )" \p 0p p 0p
Rotationen ar inte noll och vektorfiltet ar konservativt bara om df /d@ = 0, det vill sdga om

z

vektorfaltet inte beror pa ¢.

(g) A=f (p)é(p (i ett cylindriskt koordinatsystem).

Vektorfaltet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, sa vi maste berdkna rotationen med
(10.45), se ocksa Ovning 10.3:

mtﬂz(_ﬁf(p)jé J{lapf(p)]éz :(lﬁpf(p)Jéz

o )" \p O0p p Op
Rotationen &r inte noll och vektorfaltet dr konservativt bara om d(pf)/dp = 0, det vill sdga
om f(p) = c/p.

Ovning 10.9.

(a) Rikningsderivatan ar

d . Y
d—(: =grad¢-V med VZE ; se Kapitel 4 formel (4.5).

Faltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem, sa vi kan anvdnda (10.61) for att berdkna

gradienten:
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gradqﬁ_f +—% 1 %,

_2rsm03|n +rcosésinpé, + rcos e
rog rsmeago ¥ 4 4

| punkten P ar gradienten
dgl, =78, + 2 ¢
gradg|, =~/2¢, +7e¢

Riktningen ges av

(b) For att berdkna vinkeln kan vi anvanda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4.

V-8, =[v|jé,|cosar =5 cosa
= C0Sa =—F4
v-6,=(6 +26,)-6,=2 V5
(c) Vv | \/_e \/_ =%éx g (uttryck € ,€,,€, i ett kartesiskt koordinatsystem)
- 5
V¢|P'W= E

W borde vara parallell med xy-planet, s& W = aé, + aé, med Vva? + b? =1

Vi far alltsa féljande ekvationssystem att l6sa:

N 1. 3. R R 1 3
V|, -w=(—e +—ey]-(aex+bey)=5a+5b

2 2
3 1 € +3é
a’+b? >b=——anda=—=W=2-"
: J10 J10 J10
V¢|P'W= 2
Ovning 10.10.

Temperaturen definieras i cylinderkoordinater, sa vi kan berdkna gradienten med (10.43).
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(a) gradT =g 11T [ OTo
op ’ pop * oz "
=2p(1+cosg)(z+1)é, - psing(z+1)é,+ p* (1+cosp)é,

(b) Den storsta temperaturvariationen ges av absolutvardet av gradienten. Pa ¢ = /2, z = 0 har
vi

VT =2p8 —pé, +p°e,.

Sa den storsta temperaturvariationen for ¢ = m/2 och z = 0 ar

VT|=4/5p0"+ p*
VT|=y

(c) Temperaturen okar snabbast i riktningen av gradienten. | punkten P: p =1, ¢ = /2 och z =
0 har vi

Vy :VT|P =2€,-€,+€, medp =m/2
(d) Eftersom vi befinner oss i planet z = 0 far vi U; = aé, + bé,,. For att temperaturandringen ska
vara 1 langs V; maste det gélla att
VT|, v, =1
Sa
., aé +Dbé
(26,-6,+6,)-—2—==1 = 2a-b=va’+b’
va?+b?
Till exempel kanvihaa = 0, b = —1 sa en riktning ar
v, =-€,
(e) For att berdkna vinkeln kan vi anvanda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4:
Vy -191:(2,—1,1)-(0,—1,0):1 1
— ¢ = alCCO0S —F—=
Vi Vs = || |[Vo|cos e = /B cos J6

Ovning 10.11.

Vi ska berdkna flodet genom en sfar. Ytan ar sluten och faltet ar kontinuerligt deriverbart. Sa vi kan
anvanda Gauss’ sats, se Avsnitt 8.3 (har kan dven integrationen utforas direkt, utan Gauss’ sats).

(Eﬁv-ds_zj'\./”div(v)dv

Om vektorfiltet definieras i ett sfariskt koordinatsystem kan vi berdkna divergensen med (10.62):

s 10 1 0 . 1 o
dlv(v):—zg(rzvr)+rsin9£ Smevg)ersinQ%(v‘”)'

Vi far
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. 10 r 1 0 . .
div(V)=—=—| r*——cosg |+ —(2r’sin@sing) =
) r? ar( 2 (pj rsineago( ?)
3 2 ar
:i2 3r2—45 cos j+wi(sin¢):3—2rc03(p+2r003¢:3
r rsinéd oe

Flodet blir ddrmed

pv-ds = [[[3dv ZS%RSZMZ'RS.
S \

Ovning 10.12.

Ett vektorfalt ar konservativt om dess rotation ar noll. Faltet definieras i ett cylindriskt
koordinatsystem sa vi kan berdkna rotationen med (10.63):

_ oE oE o( pE oE
oot (B B,

pop oz oz op pop  pop |

_(_ﬁpCOS(pjé +( 6(2,osin(p+1)jé .\ a(/OZCOS(P)_8(2,osin(p+1) 5
oz )"’ oz ! pop ool i

A A P CoSQ |, =
=0e,+0¢e, +[ 2—COS(p—2p—jez =0
P P

Rotationen &ar noll; faltet &r alltsa konservativt.

Eftersom filtet ar konservativt finns det en potential ¢ som ges av E = gradd. Sa vi kan berikna
linjeintegralen med hjalp av potentialen (se Sats 6.4),

[E-dF =4(%)-¢(T)

For att berdkna potentialen kan vi anvinda samma metod som i Ovningarna 5.2 och 10.7. Eftersom
faltet uttrycks i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi anvanda gradienten med (10.43):

E_vgs 100, 00

— L8 +=§
op pop 7 oz
E=E¢ +E¢€, +Eg, =(2psirE1go+1)ép +pE(E)s(pé¢ +:(E)Z €,

P

Om vi jamfoér p—komponenter far vi

E :2—¢:>2psin¢+1:2—¢:>¢(r,§0,z):J.(Zpsing0+l)dp:pzsingo+p+ F(p,2)
2 P

P
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Om vi jamfér gp—komponenter far vi

E :l%:l%:

"= 55 9 FO%? 1 0F
fa¢ o 1 oF 3_¥=0:‘F(¢,z)=6(z)
109 eosps i@ P Op
p Op p O

= ¢(r,¢.2)=p’sinp+ p+G(z)

Om vi jamfor z—komponenter far vi

T 36(2)

z z z

o9 _36(2) = =0=G(2)=c
op oz

Sa potentialen &r
#(r.p,2)=p’sing+p+c
For att berdkna integralen har vi

=-R
B:p,=R, ¢9,=7/2, z,=0
C:p.=0, 9.=0, z.=R

A:p, =0, ¢,=0, z

a

TE-dF:¢(Fb)—¢(Fa):R2+R och

> —y O

E-dF = ¢(%)) - ¢(%) =0

Ovning 10.13.
(a) V(F)=wpt,
(b) Ettvektorfilt ¥ har en vektorpotential A om div(¥) = 0, se Sats 9.4.
div(V)=0 < V=rotA

Vi ska berdkna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem. Med hjalp av (10.44) kan vi skriva

div(v)=ia(a“;p) =0

hS)

Divergensen ar noll sa vektorfaltet kan ha en vektorpotential.

(c) Vektorpotentialens definition ar

V = rotA
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sa vi maste uttrycka rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem. Med (10.45) och uttrycket
A = f(p,p,z)é, kan man skriva

_ oA oA OpA oA
rotA:(gﬂ_J]ép+(_p_%jé +[1g_1 } _

z

p O0p 0oL oz op )’ \p op p%
_A, 1A
oz’ pop °

och fran vektorpotentialens definition fas darmed
rotA = wpe,
S3,

(;i:o = f oberoende av ¢
® :>i&:a)p2ép+|:(p)ép

%:a)p = f=wpz+F(p)
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Kapitel 11

Ovning 11.1.

(a) grad(A-B)=V(A-B)

(b) div(Bxgrady)=V-(BxVy)

(c) gradgxgrady =VexVy

(d) rot(rotA)xgrad (divA)=Vx(VxA)xV(V-A)=Vx(VxA)xV?A
(e) div(gradg)grady xrotA=(V-Vg)Vyx(VxA)=V@Vyx(VxA)

Ovning 11.2.
(a) V~(V>< A)zO
Vi kan anvanda nablardkning och darefter trippelprodukten:
a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb).

Vi far
v-(VxA)—V-(VxA)—{ﬁ-(ﬁxa) = a(xm)=0{=0
trippelprodukter T
(b) Vx(pA)=(Vp)x A+gVxA
Med nablarakning fas
Vx(9R)=Vx(gA)+Vx(gh)=
={ nx(ca)+nx(ca) = Nu flyttar vi faltet med ».” efter i
=ncx(a)+chx(a)= Om vi anvander vektoralgebraregler fas
=fcx(a)+chx(a) }:

=(Vg)x A+gVxA

(c) Vx(AxB)=(B-V)A-B(V-A)-(A-V)B+A(V-B)

For bevisa detta uttryck anvander vi bac-cab regeln, a x( )

CT|
SDI
OI
OI
—
Q|
Ol
~

Vi borjar med nablarakning
VX(Z\X E) :VX(AX §)+Vx(,&x §):
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={ x(axb)+mx(axb)= Vi anvander har bac —cab regeln

=g(n-b)-b(m-a)+a(m-b)-b(m-a)=  Nuflyttar vi faltet med ~.” efter i
Om vi anvander
vektoralgebraregler fas

(d) V(A-g):(g-V)E\+(A-V)I§+ I§><(V>< A)+ /&X(VX E)

Vi borjar med nablardkning

( Vi méste uttrycka produkten (a-b) pa ett annat stt.

Vi kan anvanda bac — cab regeln
ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b) eller
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Ovning 11.3.
o0 .
@ Vo =L,
or

Vi kan anvanda (10.61)
vg-s 100, 1 09,
or r oo rsin@ op

Eftersom ¢(r) bara beror pa variabeln r, r derivatorna med avseende pd 6 och ¢ noll. Vi far

_ 09,
Vg(r)= P &
(b) V(a-T)=a

Vi kan anvanda (11.26):
v(@r)=(F-V)a+(a V)r+rx(vVxa)+ax(Vxr)=
={Alla termer med derivator av a ar noll eftersom a ar en konstant vektor. Kvar blir}=
=(a-V)F+ax(Vxr)=
={Men V X ¥ = 0 som framgar av (10.63), vilket ger} =
- _ 0 0 0|
=(a-v)r =(A<&+ 6_y+AZ§Jr =
=a E+a a—F+a @_F
“ox Yoy ‘oz

=€,

ZeZ:a

=agé +ag +

QD

=6, =6,

(c) V-(¢(r)f)=3¢(r)+f(;—f

Med (11.22) f3r vi

V-(¢(r)T)=Ve(r) -T+g(r) V-T =g—fér.r+3¢(r)=

—— =3

:@ér 6vning10.5b
6vnin(érll.3a
-6 (1) +3(r)=39(r)+ 1S

(d) V-(axF)=0

Med (11.24) har vi

V(axr)=r-(Vxa)-a-(VxF)=0

=0 =0

(e) V-((Fxa)xF)=-2a-T

Vi borjar med uttrycket (11.24):

V-((Fxa)xT)=T-(Vx(Fxa))—(Txa)-(VxF)=T-(Vx(Fxa))=

5,_/
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={Vi fortsitter med (11.25) och anvinder resultaten i Ovningarna
11.3(b) och 10.5(b)}=

=r-|(a-v)r-a(v-r)-(r-v)a+r(v-a)|=7-(a-3a)=-2a-T

=3 =3 =0 =0

(f Vx(g¢(r)r)=0
Med (11.23) har vi
Vx(¢(r)f): Vé(r) ><T+¢V><T:d—¢ér><T:d—¢e xré, =0

=0 dr dr %r—/
s, e

dvning 11 3(a)

(8) Vx((éxf)xﬁ)z—ﬁxé
Vi kan anvanda bac-cab regeln for att fa

Vx((éxF)XB):—Vx(Bx(éxF))sz(Bx(r

a))=
(1 (5-2)-2(5-1)) v (r (5 2))-v(a6 )
= {Darefter anvander vi (11.23)} =
= (V(5-2))x+(5-a) V7 ~(¥(B-))<a-(6-7)vxa=
=_(V(5-F))x§=—5x§

(h) (a-V)F=a

a

N 0 0 0 \_ or or or

(a-V)fr=la,—+a,—+a,— [F=la,—+a,—+a,— |=
OX oy 0z OX oy oz

(a o(x, Y, z) 8(x Y, Z) a(X, y,z)):
(

oy oz
=(a,(10,0)+4a,(0,1,0) +a,(0, 01)) (a,0,0)+(0,a,,0)+(0,0,a,) =(a,,a,,a,)=a

Ovning 11.4.
Vi vill ha vektorn A parallell med ortsvektorn 7. Vi maste alltsa berdkna & sa att
Forst anvander vi (11.23) for att forenkla A. Vi har

A=Vx(r*(FTxc))=(Vr*)x(Fxc)+rvx(rxc)

:'>|
“§I
Il
ol

Gradienten av ¥ kan beriknas med (10.61):
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or* . laor' 1 oo o ki
— €6 +-—6+t————€, = =kr'e,
or r oo rsiné og 8r

=0 -0

vrk =

Rotationen av 7 X ¢ kan berdknas med (11.25):

Vx(FxC)= (C-V)F -T (V-F) —(F-V)CT+F(V-C)=-2C
= - -0 5
se 6vning 11.3(b) se 6vning 10.5(b)
Darmed har vi
/&:Vx(rk(fxf)):krkﬂérx(fx(_:)—Zrk_:krké x (6 xCT)-2rc

Om vi anvander bac-cab regeln fas

6 x(8 xC)=6 (& -T)-C(&-6)=6 (& -

-

AxT =kr* (& -T)é xT—(k+2)r'cxr =—(k+2)rcx
=0
Foljaktligen maste vi valja k = —2.
Ovning 11.5.

Vi borjar med att notera kan vi skriva integranden pa féljande satt med hjalp av bac-cab regeln:
Tx(Bxdr)=B(r-dr)—(B-7)dr

En sluten ledare, som genomflyts av en elektrisk strom med styrkan I, befinner sig alltsa i det

homogena magnetfiltet B (=konstant vektor). Kraftmomentet p& ledaren &r

M:—ICJSFx(Exdr :—Icﬁ[B (F-dr) B r dr] —IcJSB(r -dr) +I<f> B r dr
L

Dessvarre kan vi har inte tillampa Stokes’ sats, eftersom integranden inte &r av typen v - di. Men vi

kan ta i:e komponenten av kraftmomentet for att fa en integrand som har ratt form fér Stokes’
theorem:

§-M=—1¢¢-B(T +I<Jf>e (B-T)dr =—I¢(§-B)T -dr+1¢(B-T)é -dr =
N N

L L this is a vector L this is a vector
=-1ffvx( (&-B) T dS+|”Vx (B-T) &)-dS
this is a scalar this is a scalar

Nu kan vi anvanda (11.23)
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Vx(¢z\) =(V¢)x A+gVx A
for att forenkla integranden. Den forsta termen ger

Vx((é-B)T)=V(é-B)xT+(§-B)VxF =0

=0
eftersom B &r konstant, s gradienten av B; ar noll. Vidare har vi sett i Kapitel 10 att V X 7 = 0.
For den andra termen galler
Vx((g-f)éi):V(E-T)xéi +(§-T)Vxéi = §xéi
=0
dér vi har anvint Ovning 11.3(b) och det faktum att B ar konstant.
Vi far darmed
I\Z:I”(ﬁxéi)-d_ 16 - [[(dSxB)=
s s

tnppel produkt

=—|éi-”(§xds‘) = —|éi-E‘axﬂ(ds‘):éi-[—ﬁxﬁds‘j

s B ar en S
konstant vektor

vilket ger
M =—IBx ” ds

S

Ovning 11.6.
Elektriska faltet E har den skalédra potentialen ® och det magnetiska filtet B har vektorpotentialen A.
Vi kan darmed skriva

=VOo
=VxA

I mi

Pastaende (a): (") = @, = konstant. Med hjalp av (11.22) fas

v-(q>|§):§-vq>+cpv- B =B-E+® V-VxA =E-B
A se ﬁvningoll.z(a)

Med Gauss’ sats kan vi skriva

mE BdV = mv (©B)dv = SEJEGDB dS = @, fpB-d

Gauss sats <l> D S Gauss sats
pas

_= % mv B dV = ‘Dm VVOxA dv =0
se (11.16)

Gauss 'sats v =VxA

Pastaende (b): E &r parallell med normalen 7 dverallt pa S. Vi kan skriva E x dS = 0 pa ytan S.

Med hjalp av (11.24) fas

V’(AXE)=E'(VXA)—A'(VXE) = E. (VXA) V'(/&XE)-F/E\'(VXE)
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Med Gauss’ sats far vi

mE B dV = mE (VxA)aV = m[ A-(VxE)]dv =

:q}(ﬂxﬁ)-d§+j\'[jﬂ-(Vde))dV :@A-(Exds‘?):o

:R( Exdg) =0 ~
trippelprodukter se (11.15)

Pastaende (c): B ar vinkelrat mot 7 dverallt pd S. Vi kan alltsa skriva B - dS = 0 pa ytan S.
Med hjalp av (11.22) fas

v.(cDB) B-.VO+®dV- B =B-E+® V-VxA =E-B

%/_/
se (11 16)

=E =VxA

Gauss’ sats ger

mE Bav = ﬂjv (©B)av @@B 45 =0

Gauss sats S

Ovning 11.7.

(a) Vianvander nablardkning och bac-cab regeln.
Ax(VxA) (,& V)x,&:,&x(VxA)—(AxV)x,_&
(

Il
/\/i
?>I }>I -l

Il
<

<
>
<

=V- xzéx+yzéy+(x2+y2—zz)éz):z+z—22:0

— [ 8 ) O /v s  na o aa
(A-V)Az_&&+AYE+AZ§}(A¢X+Ayey+AZeZ):

xz%Jr yza%+(x2+yz—zz)g}(XZéﬁyZéﬁ(XZ* yz‘zz)éz):

a(xzéX +yz6, +(x* +y? —zz)éz)
OX

=|xz +

oy 8(xzéX +yz8, +(x2 +y? —zz)éz) .

oy
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)a(xzéx +yz6, +(x2 +y? —zz)éz)
oz

+(x2 +y°—17°

- (x3 + xyz)éX +(x2y+ y3)éy +22%
S3,

Ax(VxA)—(AxV)x A=—(x"+xy°)é —(x’y+Yy°)é, —22%,

Ovning 11.8.

i(ala_r iektor_ Kkala vektor
vy EDET) V{ L (a.r)(?x?)] _
r %,—/

3

r d
vektor me
skalar skalar (11.23)

= V%x[(ﬁ-F)(EXF)]+I’—]‘3VX{(§T)(5XT>]_

vektor

—::—Ex[(ﬁ~F)(5XF)]+%VX{(5'"F)@]*

= ‘?—ZX[(E'F)(EXF)}% V(%-F) x(bxF)+(a-F)Vx(bxT)
(w2 e 05 (6s)

Vi kan berakna sista termen med (11.25):

Vx(bxT)=(F-V)b-T (V-b) -(b-V)T+b(V-T)=2b
b & Eo tant *T i%_/ =
ar konstan b ar konstant

Uttrycket blir
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bac—cab regeln r r
:-?—Zx[(a-r)(ﬁxr)}%g'r)_r(i 5):
__3(5;5F)TX(5XT)+3b (i'r)_r(i b) baH;regem

%/_/_3(?:){5@(? 5)]+36(rgs.r) T(i:a b)

e e
:_3(?5'F) 5rz+3(i'r)r(r,5)+35(i T)_r(i’ﬁ):
e BEn) M) gy TED)

Ovning 11.9.

For att A ska bli en vektorpotential fér B, maste det gilla att B, = V X A. Vi bérjar med att berikna

rotationen. Nablardkning ger

Vxﬂsz(ka§0+V‘P):ka(TxI§O)+VX(V‘~P) =

H_/
=0 med (11.25)
se (11.15)
= Kk(B,-V)T—KB, (V-T)-k(F-V)B,+kT(V-B,)=
med (11.25) =3 =0 =0

B, ar konstant B, ar konstant

=k(B,- V)7 -3kB,

Vi kan nu berakna (I§0 -V)T direkt:
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(B, .v)r = (BOX §+ By, %+ B,, aﬁj(x, y,2) = (BOX 6(x,ay, Z) . By, a(xé;/, Z) . B,, a(x,ay, 2)] _
X Z X Z

= (By,(1.0,0) + B, (0,1,0) + B, (0,0.0)) = B,
Vi far
V X /E\ = —2k§0

och A blir en vektorpotential for Bo( By = VX A) omk = —1/2.

Ovning 11.10.

Vi kan inte anvanda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte ar sluten. Men vi kan sluta ytan genom att
introducera en ny yta §*;

z=0
S*:ix*+y*<R?
n=-6

Pa den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats tillampas. Vi behover emellertid subtrahera flodet genom S*.
Med A=VDOxVY fas

”AdS jjAdS+jjAds jjAds p A-dS - HAdS_

S+S*

_va AdV — jjAds mv VOxVY)dV - jjAds_—ﬂA dS

Med anvandning av (11.24) har vi

V(VOXVY)=VY¥ (VxVD)-VD-(VxV¥)=0
—_— ——
se (:101.15) se (:101.15)

Nu ska vi berakna A=VDOx VY . Vi bérjar med gradienterna
VO =2(x+Yy+2)(6 +6, +¢,)
VYW =4xe, -2y —2z€,

ﬂ:Vd)xV‘P:4(xy—xz+yZ—ZZ)éX+

+4(2x2 +2Xy +3XZ+ Yz + zZ)éy +4(—2x2 —3xy —2xz—y* — yz)éZ

Integralen blir
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”K-ds_:—”Rds_:—”,&-(—éz)ds :”4(—2x2—3xy—2xz—y2—yz)dS

Integralen berdknas enklast med parametrisering:

X = pCOS ¢
y=psing
z=0

p:0>R

p:0- 27
dS = pd pdep

Resultatet blir

HA-dS_ =-37R*.
S

Ovning 11.11.

Gauss’ sats kan tillampas eftersom singulariteten i origo ligger utanfér ytan. Med hjalp av Gauss’ sats
(8.4) kan vi skriva

(%f)ﬂ-ds_=f\ﬂv-ﬂdv

Forst berdknar vi divergensen:

Il
N
—_
Q|
=l
N
<
—_
2
=l
N
VR
|
N~
+
—_
Q|
=l
~
N
<
TN
= | =
_S'D)
~
Il

Vi kan berdakna V - €, med (10.62);

2
g - Lo 2
r- or r

och gradienten Vr~* med (10.61);
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— —\2
-~ (@rn)y 1.) . =212
V-A:Z( r5) +(a r)z(—4Ferj é +(a r)zr_“F:
— —\2 — —\2 — —\2
=2(al-r&_)r) _4(ar5r) +2(ark_)r) 0

Integralen blir

q’;ﬁﬂ.ds‘ﬂyv.ﬂde

Ovning 11.12.

Vi borjar med att anvdnda (11.24):

—_— Y

vektor vektor

v-K(F)_v[@x(ﬁxr)l_(ExF)Vx(axF)(axF)Vx(b xr)

Anvand nu (11.25):

Vx(axr)=(F-v)a-r @ —(a—-v)r+a@=—a+3a=za

=0 =0 =a =3
a ar konstant a ar konstant

P& motsvarande satt fas

| 7

=2b

se nedan

Vx(ExF)zZt_)
Vi far
V-A(T)=2(bxT)-a-2(axr)-b =  2(Fxa)-b-2(axr)b=
trippelprodukter
=-2(axr)-b-2(axr)-b=-4(axr)b = -4(bxa)

trippelprodukter

Ovning 11.13.

Vi kan anvdnda Stokes’ sats

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB

108



@(_xr)-drzgw(_xr)-ds_

C
Forst berdknar vi rotationen. Med hjalp av (11.25) fas
Vx(AxT)=(T-V)A-T(V-A)-(A-V)T+A(V-T)
T %:/—/3

A &r inte en konstant vektor, s& vi maste berikna (T-V) A och T(V- E\)

Genom direkt rakning far vi

rvV)A=| x—+y—+2— |A=X—+y—+7—
( ) OX yay 0z OX yay 0z

=(y3y* —232° )6, +(232° —x3x* )€, +(x3x* — y3y*)é, =3A

—[a d a]— oA OA oA

V-A=0
Alltsa blir

Vx(AxT)=(T-V)A-T(V-A)-(A-V)T+A(V-T)=5A

=3A -0 =A =3

Eftersom cirkeln ligger i planet z = z, och genomléps i positiv led har vi dS = é,dS. Integralen blir
¢(AxT)-dr =5[[A-dS =5[[ A-¢,ds =5[] AdS =5[[ (x*~y*)ds =0
Cc S S S S

Integralen ar noll pa grund av symmetrin i problemet.

Ovning 11.14.

Vivill berskna V x(FxV¢)+V(F-Vg).

Vi borjar med den forsta termen

Vx(FxVg) = (V§-V)T=Vg(V-T)=(F-V)Vg+T(V-Vg)=
N 7 T

=V¢-3Vp—(T-V)Vp+TV4

Vidare fas
V(F-Vg) = (Vg-V)T+(T-V)Vg+Vpx(VxT)+Tx(VxVg)=
(11.26) =V¢ -0 (lzals)
=V¢+(F-V)Vg
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Uttrycket blir

VX(FxV@)+V(F-V§)=Vp-3Vp—(T-V)Vp+TV’p+Vp+(F-V)Vg=
=TV?¢-V¢

Ovning 11.15.

Vi kan anvanda (11.18) och far

(A-V)B= axg+ayi+az2 Ezaxa—B+aya—B+aza—B:
OX oy 1%} OX oy 0z

0 +bxé €, +bxé €, +bxé
—(x+y)—(y )+(x—y)ayx+ Xy+228yXJr i
OX oy oz

= (X+Yy)bé, +(x-Yy)E,

(I§-V)A:(axg+ay% aﬁJA b, 24 b%A b, A
X X z

Ol(x+Vy)é +(x—y)E +2z8 O((x+y)é +(x—Vy)E, +2z8
LA y)er(xoy)e v2z8) | o((xey)e (- y)e, v

OX oy
= y(éX +éy)+bx(éx —éy)=(Y+bX)éx +(y—bx)éy

Uttrycken ska vara ortogonala, s&
((A-v)B)-((8-7)A)=0
Vi far
((x+y)b6, +(x=y), )-((y+bx)é, +(y—bx)é,)=0
| punkten P: (1,2, 3) fas
~3b?+5b—2=0
De méjliga I6sningarna fas darmed fran
—3b2+5b—2=0

Tva vektorfilt gesavb = 1ellerb = 2/3.
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Kapitel 12-13

Ovning 12.1.

(c) (ﬁxg)x(fxa)

(§x6 i = &, a,;b,
e’ =c-c=cgq
(f) (a-V)b

1m™~n*o

= [(ﬁxﬂ)x(fx J)]i = Eje€ jimEino@ bcd
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(h)

(i)

(i)

(k)

(1)

Vxa=Vv

Vxb =W

V-W=vw, =[(Vxa)-(VxD) | = &y &ma by
v, :(Vxﬁ)i =&

w, =(V><l:_))i EimnPim
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Vi har ocksa (V(V- A)), = (AJ ,) vilket kan visas direkt:

v(v-ﬂ):v(a&ﬁp‘ua&]:
oXx oy oz

[a%\ JOA FA FA TN DA FA A PA J

OXOX  OXoy 6xaz 6y6x oyoy 8yaz 8yax ozoy azaz

Nu kan vi ta forsta komponenten av (Aj'i) y sdi=1:

<A,.,1>,j=i<A,.,l>,—il[axij Z?(a—] 2(B), 2(R), 2 ()

j=1

:ﬂ%}@[%}g(%]{Z;?XJ*@XQHZ;QQJ

som ar samma uttryck som i férsta komponenten av uttrycket for V(V~ ﬂ).

(m) VZA
Detta ar vektoriella Laplaceoperatorn (se Kapitel 14):
2x%  A2A  A?R
VA= (v-V)A~ o°A aﬁ 8°A
o oy’ o’

sa x-komponenten ar
- o & A OA
(VZA) ( A‘) 8y2 822

Vi kan visa med direkt berdkning att (VZ/E\)X = (A1, )'j :
-3 -3 v 0| OA|_0[0A AN O A |
(Aij)J_JZ_;‘(A“)J_JZ_:( ] Jz—llax [8 J_a&[&ﬁ] 8X2[6X2}+8X3[6X3j_
O°A O°A 6‘2 N O°A,
6x18x1 OX,0X, 6x 8x ax 2 oz’

Detsamma galler for y- och z-komponenterna.
Vi har darmed

(V*A)=(A,),

Ovning 12.2.
Vi anvinder resultaten fr&n Ovning 12.1(b) fér att skriva a X (E X E) med indexnotationen

[aX(EXE)] EijEamd;BC,,
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Ddrefter kan vi uttrycka &; i &g med (12.17):
EijkEiam = 5i|5 —Om9;

im~jl

Vi far
[ﬁx(gxé)]l EiEun@ICy = (618, — 8,6

im~jl

)ajbc, =6,5;,,a,bc, —5,5,abc,

jm™%j im~jl
Nu kan vi férenkla uttrycket med hjalp av (12.19); §;;p; = p;. Exempelvis har vi
oyb =D,
5jmcm =
é‘imcm =Ci
o, =Db;
Uttrycket blir
[Ex(t_)xf)] =8,0abc, —5,.8,abc, =abc, —abc,

C

Fran (12.11) kanvise att ajc; = a -
|ax(bxc)| =(a-c)b—(a-b)c =h(a-c)-c(ab)
Om vi undertrycker index i far vi

ax(bxc)=b(a-c)-c(a-

QJ|
CTI
~

Ovning 12.3.
@) ;&
Vikan anvanda (12.19), §;;a; = a;. Vifar
Oi€ik =€k =0

eftersom permutationssymbolen ar noll om ndgon av i ,j, k ar lika, se (12.14) och féljande text.

(b) Eijk E1jk
Vi kan anvanda (12.17),
EijkErm = 6”5 6|mé‘jl
| (12.17) ar index k sista index i den forsta permutationssymbolen och forsta index i den andra
permutationssymbolen. Men i &;jy. &, ar k sista index i den andra permutationssymbolen.

Vi kan skriva
Eiik = Euij
och far
Eiii = Sy = O Oy — %0y =30 =&, =26,

=3 S
dar vi har anvant (12.18) och (12.19).

Ovning 12.4.

(a) V(gw)=(Vo)y+4(Vy)
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Gradienten kan skrivas med indexnotation som (Va); = a; , se (12.20), dar ”,” betecknar

derivatan. Vi kan skriva

[V(gw)] =[ow], =[8], w+dlv], = (V) w+8(Vy)

(b) V-(AxE): B-(VxA)-A:(VxB)
Divergensen kan skrivas med (12.21) enligt V- ¥ = v; ;. Darmed fas

xgz_
V=V

|

= V-(;&XE) = (gijkajbk )’i = & (ajbk )’i

<

Vv, = (Axyg)i = &b,

dar vi har flyttat permutationssymbolen utanfér parentesen eftersom ¢;j; dr en konstant (kan

baravaral, 0, eller -1).
Eftersom ”,” spelar rollen av derivata kan vi skriva

V. (Ax ) & (3 bk) &y (3,0 +ab, ) =&, b, +&,ah,, =
={Notera att (V X A), = &4;;a;;. | uttrycket har vi i stéllet &;,a;;. Vi kan

dock skriva ; = €;; med hjdlp av (12.17).
Notera ocksd att (V X B); = & by;. | uttrycket har vi i stéllet &, by ;

Vikan dock skriva &, = —&j. Vifar}=
= 642,b — &b, =(VxA) b —a;(Vx B),
Nu kdnner vi igen uttrycket for skaldrprodukt i den sista termen, se (12.11). Exempelvis géller

a;j(Vx B); = A+ (V x B). Slutligen kan vi skriva

V-(AxB)=(VxA) b -a,(VxB) =(VxA)-B-A:(VxB)

W(ME):(E‘%-V)A—E(V.A)—(A-v)m A(V-B)

Rotationen kan skrivas med hjélp av (13.22); (V X ¥); = &, vy ;. Vi far

(c)

= [VX(AXE)I = Eijk (Sklmalbm ),j
” " rollen av derivata,

Har ar &g, en konstant och kan flyttas utanfér parentesen. Vidare spelar ”,

sa vi kan skriva
|:V><(AX B>i| IJk (gklma'lb )
:(5u5 5.m5u)(a|,jbm +a'bm'j):

= Eijk€um (albm ),j = Sijk€iim (al,jbm + albm,j ) =

={Vi har anvént (12.17)} =
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:6il5jmal,jbm_ im jla'l b +55malbm,j_5im5jlalbm,j =

= {Om vi anvander (12.19), §;;a; = a;, far vi i den forsta termen
8jmbm = b; och 6ya;;=a;; (pd samma satt for Ovriga
termer)} =

=8, b, —a; b +ab;; -ab ;=

= {Nu kan vi identifiera divergensen (till exempel, a; ; = V- A) och
med hjalp av Ovning 12.1(f), a;b; ; = =[(A-V)B];}=

~[(B-V)A] ~(V-A)b+a(v-B)-[(A-V)B]

Med vanlig vektornotation fas darmed

(B-V)A—(V-A)B+A(V-B)-(A-V)B

VxA=V
(VX\T P = gijkvk,j = [VX(VX /E\):L = &ijk (‘gklmam,l )]j =
v, =(Vx 'E\)k Eam@m,1

= {&m ar en konstant som kan flyttas utanfoér parentesen. Vi

anvander nu (12.17), EiEiam = OuOjm — im0 }=

= Sijk (gklmam,l )'j = EijkCum (am,l )’j = (5il5jm — 00 )(am,l ),j =
= {Kronecker - § ar en konstant, sa vi kan flytta det innanfor parentes

och anvdnda (12.19), §;ja; = a;} =
=((6165m ~ 003 )ans ) = (6180 ~Ondytn, ) | =

im™~ jl jm~m,l im™~ jl1 ~'m,I

= (5, cS,mamJ) _(aj,i‘ai,i),,- :(ai,i),j_(ai,j),,- =

={Fr&n Ovning 12.1(l) kan vi verifiera att (Aj,l-)]_ utgér i-komponenten
av V(V-A). Fran Ovning 12.1(m) vet vi att (Ai,j)j ar i-

komponenten av V2A. Vi far alltsa}=

= [v(v : A)]i ~(v*A)
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Ovning 12.5.

v
VV=v, =V-(FxVg)= (gijkrj (v¢)k) = &515:(VP), + &1, (V).
V.

Men r; ; # 0 endast om i = j. Men om i = j, sa galler &;;; = 0. Den forsta termen blir darfér

noll. Fér den andra termen kan vi notera att &;j, = —¢&j. Vi far
&l (V¢)k'i =—1,& (V¢)k'i =1 [V ><v¢]j =—T-(VxVgp)
Frén Kapitel 11 vet vi att V X V¢p = 0. Vi far

V-(FxVg)=0

(b) Vx(FxVg)
(FxVg)=V
(VxV), =&y = Vx(FxV9), = &y (&t (V9), ),,— = Ziéian (71 (V9), ),,—
v, =(FxV9), =&t (V9),
= &iantt, (VO),, + it (VH),,, =
= (é}l5jm _5im5jl ) hj (v¢)m +(5il51'm _5im5jl )r' (V¢)m,i -
=310yt ; (V) =00yl (VE),, + 8103k (V). =00y (V)| =
={Men 7, ; # 0 endastom [ = j, sd vi har}=
= &t (V) + Ecianti (V) =
= (5n5jm _5im§jl ) hj (v¢)m +(5il5jm _5im5jl )rl (v¢)m,j -

= 5,050 5 (V) =011 (V) + 815,081 (VH),, =500y (V4),,, =

jml,j im~jll, m,j im™ jl
=lim (v¢)m —T,j (v¢)i +h (v¢)j,j =1 (v¢)i,j
Med hjalp av Ovning 12.1(f), [ (a-V)b | =(a-V)b =ajb

b (V) =(V), T =((V4-V)r),

far vi

och
I (V¢)i,j = ((r'v)v¢),i
Fran definitionen av divergensen far vi
r;=vV-r= 3
Definitionen av Laplaceoperatorn (11.13) ger
(V@) =V’¢
Uttrycket blir
(Ve-V)T),=3(Ve), +rV’s—((F-V)V9),

och vi far
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Vx(FxVg)=(Vep-V)F-3Vg+TVp—(F-V)Vg
Men (V¢-V)F =V ¢, se Ovning 11.3(b). Ddrmed resulterar
Vx(FxV@)=-2Vg+TV¢—(FT-V)V¢

() V-(VyxVg)
v
V.V=yv, :>V'(V‘//><V¢):(‘%k (Vl//)j(v¢)k),i -
V

e (V) (V9), +e (V) (VO),,; =

={eijk = exji €ijk = —Ejik} =

=24 (V¥),, (V9), 4 (V¥), (V9),, =
:(VX(W))k (V9), ~(V), (V(V9)) =

=(VX(V1))- V-V y-(Vx(V4))=
eftersom rotationen av gradienten ar noll.

Ovning 12.6.
Vi ska uttrycka en cirkulation som ett flode, sa Stokes’ stats kan vara bra for att |6sa problemet;

$A-dr =[[(VxA)-dS.

L S
Om vi skriver Stokes’ sats med indexnotation fas

$Adr = [[£,4AdS; .

L S
Vi kommer att anvanda detta uttryck snart.
Vidare har vi féljande anvandbara uttryck: I, ; =&; och v; =€ -V .
Om vi tar i-komponenten av fx(?x dT) far vi

[fx(?xdf):li =€ -[Tx(?xdf)] =€ I:Tx(fxdf)]i
och med indexnotationen far vi

[TX(TX dT)] = gukl‘J r X dl’

(Fxdr), =g,,ndr,

=[Fx(Fxdr)]| =¢[Fx(F = €,y Eqnl N, =
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= & &l Eanhdn, = 81 Ehdr, = (& T)k g ndr =
:(éixr)k
= &0 (6 xT), [ dr, =((6 xT)xT) dr, =((&xF)xF)-dr
—_———
:((éixr)xr)m
Nu fortsatter vi med linjeintegralen. Tag i-komponenten och anvand sedan Stokes’ sats:

@[rx T xdr)] =<JS(( T)xTF)- dF—qLS((éixF)xF)j-dsz
H ,k| e><r ><r dS.

]

Vi kan forenkla integranden med indexrdkning:

ik ((e X I’) F)Ivk =& ((éi XF)XF)I,k =

= ((él XF)Xr)| = glmn (él Xr)m r-n = glmngmop (él )0 rprn = gnlm mop (é )0 rprn =

n
:gjkl( i)nnkrn+gjkl (éi 1 5jk|( |)|
=& (Ai )n Oy *+ &4 (éu n N0 ~ & (éi)| 2r =
ngk(é)n ot & él)nrl_gjkl(éi)| 2rk:gjnl(é|)nn+gjlk(é|)| 2r =

sa,

Antligen,

(&xT),dS; =&y (&), 1dS; =(&), &4ndS; =(&), (FxdS),
S3, integralen blir

g [Tx(rxdr)]=3[[(&),(TxdS) =3[[¢-(TxdS)

L s S
och vi kan forenkla till

(.Ii:)Tx(TxdT):?:J;IdeS_
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Kapitel 14

Ovning 14.1.
Vi kan anvanda (14.3):
(a) V°x°
Fran (14.3), med ¢ = x?, fas
o’x*  o°x* o*x* . ox
Vi ==t —+ 2_2 =2
OX oy 0z OX
-0 =0
(b) V2 (x2 +y + zz)
Fran (14.3), med ¢ = x2 + y? + z2, fas
82(x2 +y? +22) 82(x2 +y? +22) 82(x2 +y? +22)

VZ X2+ 2+ZZ — + + =
( y ) aXZ 8y2 622
Lo X L L0 ¢
ox oy oz

(c) V? {%}

Fran (14.3), med ¢ = 1/y?, fas
1) (1) &*(1) (1 0

VIS == S5 t=—| S5 |[+=| 5 |=—2=(y*)=6y"
[yzj 6x2[y2j Wz(yzj 822(y2j )=

(d) V (Xzyzzz)
Fran (14.3), med ¢ = x2y?%z?, fas
X2y?7? X2y?7? X2y?7?
(Xzyzzz) (axz )+ (ayz )+ (822 )

Ovning 14.2.
Vi anvander (14.4):

(a) v2p2
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ol
ol

e
p) pop

(c) VZpsing
Vzpsin(p—li opsing 12 o° pSIn(p o° pSIzn(p Slngoi ap
pop op p’ 09’ oz p op\" op
_sing _sinp _
P P

(d) V?(p°cos’ o+

co_coa{ M] 0 (cos'o) a2( ).

=2

zz):

10

ofiy,1 e (1) (1) 1o 1) 10
Por\p)) P o\ p) o\ )" pop” P

p Op

2

Yo,

.

P’

2

pop

p Op op op oz’

, :
COS_(/’E(,)Z)—M+2:4coszgo—2c052go+2:

p Op op

:4C052(p—2(0052 go—1)+2:4

Ovning 14.3.
Vi anvéander (14.5):

(@) V3r?

ror

Wﬁ_lgﬁz

Notera att I‘2 =

r’siné 00 06 ) r?*sin®@ op® r’or

XX +y*+7°

(b) V2 (rsm 0cos go)

V?(rsin® cosgp) =

18[2
r°or

o(rsin® 6cosp) 1 of . 8(rsin®6cosg)
+————|sind +
or resinéd oo 060

1 8°(rsin”@cosp)

r’s

in’o ol
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ij_'_ 1 0 [Sl eaLj 1 or :32([‘3)

0z°

1 a( 8 p’cos’ g+ 17° J 1 0 p cos’ p+12 ) az(pzcosz(erzz)
=—— +

1
s

ﬁ@zsin(p_



. o(sin’o
st0ese & a21), reme 0 280)
; or\" or) r?sin@ oo 00

. rsin?@ o0°(cosg)

r’sin’0  0¢°
=Zsinzé?cosgoJr2c05€”i(5inz49(:0349)—100840=
r rsin@ 06 r
fa2
_oSIn 90°S¢+2C_OS¢(25in6?cosz6’—5in30)—1003(/7=
r rsing r
2c08¢ . , ., 2C0SQ 2 in2 1
- sin 9+—(2cos 6 —sin 0)——COS§0=
r r '
= 29992 057 - 2 cos p = C22 (4c05% 0-1)
r r r

(1 10(,0(1 1 o(. . 0(1 1 o* (1
KA vl Bt et I S el B e seemiwnt I LLCAmon (e ol i e serr wotasrd el B
r re<or or resiné oo oo\ r resin“ @ op°\r

Ovning 14.4.
Vi anvander (14.12): ViA= V(V- A)—Vx(Vx A)
Vi ska alltsa berdkna gradienten, divergensen och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med
hjalp av (10.43), (10.44) och (10.45). Vi kan ocksa & hjalp fran Ovningar 10.1, 10.2 och 10.3.
24 A A
(a) V?6,=V(V-&,)-Vx(Vxé,)

. 1 . .
V.é =— = V(V-é |]=V—=——2¢&
P e, ( P) P pz p
Vxé =0
Vi far
1
24 _ A
Ve =26

Vi far
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Ovning 14.5.
Vi anvinder (14.12): VA= V(V~ /&)—VX(VX E\)

Vi ska alltsd berédkna gradienten, divergensen och rotationen i ett sfariskt koordinatsystem med hjalp
av (10.61), (10.62) och (10.63). Vi kan ocksa fa hjilp fran Ovningar 10.4, 10.5 och 10.6.

(a) V&, =V(V-§,)-Vx(Vxé))

A

V-éH—COSH . V(V'ée):v(cose)_ CosO é,

" rsing rsind)  r?sin@ ' r?sin?@
.1, R 1., cos@ .
Vxeg, =—6 = Vx(Vxe,)=Vx|—-€6 [=—8
“ o ( ) (r "’j r’sing "
Vi far

2cosd s €,

Vi, = : -
" r%sin® " r?sin’6

(c) Vz(iﬂsin@éwjzv(v-(e—w rsinHé(pD—VxEVx(e—w rsin&éwjj
r r r
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6Y) 1
v i
(rj r?

V-(rsineé(p):o

:V(V-(e—“+ rsin@éwnzv(izj:—%
r r r

Vx[e—rj=0 é

r :>Vx[Vx(—f+rsinHéJ]:Vx(ZCOSGé,—25in¢9é9)
. A r

Vx(rsingé,)=2cos 08, —2sin 6é,

€ =0
r r ¢

V><(2cost9ér —2sin 49(§9):(_25In«9Jr 2sin HJA

é L 2,
Vz(—r-i- rsin 6?e(/,]=——3er
r

-

Ovning 14.6.

(a) Vikan visa sambandet med direkt berdkning.
Termen i vansterledet blir

0’E o 0% cos (kx — at) ,
=—(6,cos(kx—at))=8 =—m“€, CoS(kx — mt
atz atz( z ( )) z 6t2 z ( )
Termen i hogerledet kan berdknas med hjalp av definitionen av den vektoriella

Laplaceoperatorn i Kartesiska koordinater (14.11);
V’E =(V’E, )¢, +(V’E, )é, +(V°E, )é

z

Notera att faltet endast har en z-component; vi far alltsa
V?E =V? (&, cos(kx—at)) =€,V (cos(kx—at))
Nu anvdnder vi den skaldra Laplaceoperatorn pa cos(kx — wt) med hjalp av (14.3):
0° kx —at)) 07 kx —aot)) 07 kX — oot
v* (cos(k—ot)) - (cos(kx—et)) 0" (cos(kx—at)) 0" (cos(kx—et)) _
OX oy 0z

=0 =0

=—k? cos(kx — at)
Vi far
VZE =—k” cos(kx— at)é,
Om vi jamfoér andraderivatan med avseende pa tiden med uttrycket som Laplaceoperatorn
opererat pa far vi

(b) Vektorféltet representerar en planvag som fardas i ,-riktningen med farten |V| = w/k.
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Ovning 14.7.
(a) Vikan visa sambandet med direkt berdkning.
Termen i vansterledet blir

B 8%, . - dcos(k T-at)
yz?(Boecos(k-r—a)t))zBoe pre =—'B,gcos(k -T - at)
Termen i hogerledet kan berdknas med hjalp av definitionen av den vektoriella

Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11);
2n 2 A 2 A 2 A
V’B=(V*B,)é +(V’B,)é, +(V*B, )¢,
Notera att Byé kan skrivas som Bgé = Boyéy + Bgy €, + By,€,, sd x-komponenten av B ar
B, = Byycos(k - 7 — wt). Darfér blir x-komponenten av uttrycket med Laplaceoperatorn
V2B, =V? (BOX cos(lz-f—a)t))
Eftersom k &r en konstant vektor har vik - 7 = kyx + ky,y + k,z,
2 2
V?B, =B, V (cos(kxx +k,y+k,z- a)t)) =

o’ (cos(kxx+ k,y+k,z —a)t))

= 5o, ox? "
‘B 62(cos(kxx+ky2y+kzz—cot)) .
oy
0°(cos(k,x+k,y+k,z—at
+B,, ( ( 8zy2 )) -

=By, (k! +k? +k?)cos(k -T - at)
Notera att |I€|2 = k% + k3 + kZ. Vifar
V2B, :—BOX‘E‘ZCOS(E-F—CUt)
Pa liknande satt fas
V?B, =B, k| cos(k -7 - at)

VB, =-B,, IZ‘Z cos(k -T —ot)

Foljaktligen fas
V?B =~ (B8, + B, 6, + B8, )

0x X oy™~y 0z~z

I?‘Z cos(k -F—at)= —Boé‘lzr cos(k -7 —at)

Om vi jamfoér andraderivatan med avseende pa tiden med uttrycket som Laplaceoperatorn
opererat pa far vi

B o _,=
EZWWB

(b) Vektorfaltet representerar en planvag som fardas i k-riktningen med farten Jv| = w/|E|.

Ovning 14.8.
Vi kan skriva vektoriella Laplaceoperatorn med hjalp av (14.12):
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V?A=V(V-A)-Vx(VxA)
och berdkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med hjalp av
(10.43)-(10.45):

_ 1 a(pmlz) B i
VA= =(n+1) p"z
v(v-R)- 8((n+1)p”12)ep +£8((n+1)p“lz)é¢ o((n+1)p"2) -
op op 0z
=(n+1)(n-1)p"?zé +(n+1)p",
Vx,&:p”éw

V><V><A:V><(p”é(p):(n+1)p"’lé‘Z
Vi far

VPA=V(V-A)-Vx(VxA)=(n+1)(n-1) p"*26,
For att V2A = 0 ska gilla maste vi ha

(n+1)(n-1)p"?z6,=0 = n=-1eller n=1

Ovning 14.9.
Vi kan skriva vektoriella Laplaceoperatorn med hjalp av (14.12):
VZA=V(V-A)-Vx(VxA)
och berdkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med hjdlp av
(10.43)-(10.45):

v.,&ZEM:o
p Op
Vx,&:lapf(p)éz
p Op
VXVXA:—E(lépf(p)jé
op\lp op )7
Vi far
vz_:i EM 6 =0
op\p op )"

f f f
3[1@9_()]:0 L o1oef(e) i) )
op\p Op p Op op

2
= pf(p)za%+b = f(p):a§+%
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Kapitel 15

Ovning 15.1.
Vi kan anvénda sats 16.1; b ¢dS = [ff, VeV

Gradienten blir

V¢:@éx+%éy+%éz:a(x+y+z)éx+6(x+y+z)éy+a(x+y+z)é _
OX oy 0z OX oy 0z

o = [[fvoav =[[](e. ¢, +e)ov -
:IJIéXdV+IJIéde+IJIéZdV:éXIJIdV+éijIdV+éZIdeV

Integralen [ff,, dV =V &r volymen av ellipsoiden, det vill séga V = %nabc. Integralen blir

— . . . 4 . . .
i;f)gﬁds =(8,+6, +ez)_[\'/[ dv =§7rabc(ex +6,+6,)

z X

Ovning 15.2.
Vikan anvénda Sats 15.2, ¢ dS x A = [, dVV x A. Vi far

(ﬁﬁﬂxds_:—(ﬁds_xﬂz—J.“Vx Adv
S S \%

Rotationen av vektorfiltet A = é, i ett sfariskt koordinatsystem kan berdknas med (10.63). Vi far
Vxé =0

Integralen blir

gpé xdS =—§pdS <& =—[[[vxgdv =—[[[0dv =0
S S \Y \Y

Ovning 15.3.
Vikan anvénda Sats 15.2; . dS x A = [[ff, dVV x A. Vi far

@Axds_z—(ﬁ)ds_xﬂz—jﬂVx AdV
S S \%

Rotationen av vektorfaltet A = wpé, i ett cylindriskt koordinatsystem kan berdknas med (10.45).

— oA oA opA oA
WA{&%_J]@{_p_%}%{gﬁ_; j

pop O oz Op p Op p Op
2
Vx(a)péw)z(—aﬂjép+[l Ocop ]éz =20,
oz p Op

Integralen blir
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#a)pe xdS ——Cﬁ]gde a)pe I”Vx a)pe V :—_[\_UZa)éZdV =
mdv ———7zR3

dar [ff, dV =V é&rvolymen av sfaren, det vill séga V = 5”R3'

Ovning 15.4.
Vi kan anvanda Sats 15.3, §, ¢d7 = [[.dS x V¢.
Gradienten blir

Vp=2€ +€ —§,

Ellipsen ligger ligger i xz-planet. Orienteringen av kurvan ar saddan att tangenten till ellipsen i punkten
P:(1,0,0) ar é,. Normalen till S &r darmed —éy. VifardS = —éde,' se Figur L16.

z
A
S
A=—é
, Y
€y T
(a,0,0)
X

Figur L16. Geometri fér Ovning 15.4

Notera att basvektorer i kartesiska koordinatsystem ar konstanta, sa de kan flyttas utanfor integralen.
Denna blir

$odr = [[dSxVg=—[[VgxdS =-[[(26,+6,-¢)x(-¢,)dS

:”(Zex+ey—ez)xeyds:”(Zexxey+eyxey—ezxey)dS:
s s T

= [[(2¢,+¢,)dS = (26, +¢,) [[ dS = zab(2¢, +¢,)
S S

Ovning 15.5.
Vi kan anvanda Sats 15.4; §, di" x A = [[(dS x V) X A.
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Rotation av vektorfiltet A = —wzé, + wyé, kan berdknas med (9.3). Vi far
VxA=2w8,
Integralen blir

¢ Axdr =—drx A=—[[(dSxV)xA

S

Vi beraknar nu (dS_xV)x A.
L ar en ellips med centrum i origo som ligger i xy-planet, med radier a och b och som genomléps i
negativ led runt z-axeln. Normalen &r —é, och arean av ellipsen &r wab. Darfér 4r dS = —é,dS och

(dS_xV)x/&:—dS(éz xV)x A

(éz xV) kan berdknas som i Avsnitt 12.2:

“ 4 & o . 0
(erV)= 0 0 1 =_éx_+éy6_
X
208
ox oy oz
Vi far
_ — . — 0 . 0) =
(dS xV)xA:—dS(esz)x =—dS| €, —+€ — [xA=
oy OX
e, e, &
o
_ds|- L O glogs| Pg Py [N A
oy OX OX oy oy oX
A A A
Efter insdttningav A = —wzéy, + wyé, far vi

(d5xV)xA=—ds| 2V e IV g _| _COZ1a |__dspe
2 oy oy

Integralen blir
¢ Axdr =—[[(dSxV)x A= [[wé,dS = w8, [[ dS = 7abek,
L s s s
Notera att basvektorerna i kartesiska koordinatsystem &ar konstanter, sa de kan flyttas utanfor

integralen.

Ovning 15.6.
En av Gauss’ universalintegralsatser lyder
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jﬂv‘ydv = %E‘PdsT

Vi kan anvanda att A = V® och (11.26)
V(A-E):(g-V)A+(A-V)I§+I§x(VxA)+Ax(VxB_)
for att skriva
V(A-T)=(T-V)A+(A-V)T+( TxVx A )+Ax(VxT)=

VD T

=(T-V)A+(A-V)T+Tx(VxV®)+=(T-V)A+(A-V)F

Notera att (se Exempel 11.2)
(A-V)r=A
Vi far alltsa
V(AT)=(T-V)A+A=(T-V)A+VD = (T-V)A=V(A-T)-VO=V(A-T-D)

Med Gauss’ universalintegralsats resulterar

(1r-5) 0w = [ (R - ~ -0

Ovning 15.7.

Vi borjar med bac-cab regeln, se (1.14), for att fa
Fx(FxdF)=F(F-dF)—(F-F)dF =F(F-dF)—|r[ dF

Integralen blir,

L
Den andra integralen &r § ¢d7; vi anvénder Sats (15.3):

PIFF or = [[dS <V (|F*) == [[ v (| ) xdS
L S S
Vi kan berdkna gradienten i kartesiska koordinater. Vi far
V(|F|2) =V (X*+y*+2°)=2x6, +2y8, +226, = 2(xé, + Y, +12€,) =27
Den andra integralen blir
|| dr =—2[[ T xdS
L s
Berakna nu komponenterna av den férsta integralen. Vi kan sedan skaldarmultiplicera med é;. Notera
att é; - 7 ar en skaldr och (é; - ¥)7 en vektor. Vi far

L ¥
skalar vektor vektor

éi-c.[)F(T-dF)zcj)( F)(F-dF) = (]S(e F)r- dr_”Vx (& - r)r -dS

Nu berdknar vi rotationen med hjalp av (11.23):

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 130



V x (éi-T) r |= V(é.-f) xf+(é--F)VxT:é.xT
H—/

skalar ~ Vektor =6,
se ovnlngll 3(a)

Den forsta integralen blir
§-$r(r-dr) jj 6xT)-dS =[[¢-(r=xdS)=¢ - [[(r=dS)
L S S

Detta ger

gS r-dr) “rde

Nu kan vi addera den férsta och den andra integralen for att fa

¢ (7 xdr) ?Sr(r-dr)—gﬂrf df:J;jde§+2J;ITxd§:3Ljde§

L

Ovning 15.8.
Ytan ar sluten men vi kan inte anvdnda Gauss’ sats (8.4) i sin vanliga form eftersom vi ser en
kryssprodukt, inte en skaldrprodukt, mellan integranden och dS. Men vi kan anvidnda Gauss’
generaliserade Sats (15.2), §f.dS x A = [[f, dVV x A.
Vi far

#(szzéx +xyz6, )xdS = —<ﬁ> dS x(2x°z6, +xyzé, ) = —H Vx(2x°26, + xyzé, AV

s s v

Berdkna nu rotationen i kartesiska koordinater med hjalp av (9.3):

\% ><(2x22éX + xyzéy) =—Xyé, +2x°6, + yzé,
Innan integralen berdknas ar det viktigt att visualisera ytan och volymen. Volymen &r en cylinder med
axel langs x-axeln och basarea = 1. Se Figur L17.

Z

yFegb=]1
x=1

area=1

Figur L17. Geometri fér Ovning 15.8
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Integralen blir
ﬂ)(szzéX +Xyz6, )xdS = —”j(—xyéX +2x°6, + yz6, )dV =
S \Y
=€ I” xydV —éyjjj2x2dv —6, ”I yzdV =
L:?)_/ v \L:E)_/
=4[ J [ 2xdxdydz = —ﬁéyi2xzdx = —%ﬂéy

dar tva integraler ar noll pa grund av symmetri och ff dydx ar arean av en cirkel med radie 1.

Ovning 15.9.
Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt, men vi kan betrakta i-komponenten av integralen genom att
skaldrmultiplicera med é;.

éi-gLSExF(B-dr cj)e (axr) f —qLS[e (ﬁxF)EJ-dF;

skalar

Vx(g-(axF)b)-dS = V(& (axT))xb+é-(axF) Vxb |-dS=
Stokes sats .[‘I ( ) (12.23) SJ. b ar Egnstant
=||V(é -(ﬁxF))xb ds = V(F (éixé))xb as =
J'J. trippelprodukter S.[ (11.26)

= ﬂ((é' xa).v)m(r.v)(éi xa)+ (6 x_)x(i@+rx(Vx(éi xg))ixg.ds‘_

=0

= [[[((éxa)-v)T]xb-dS = jje a)xb-dS = jsj( xa)xb-AdS =

= ”éi °(§x( Bxﬁ))dS =6 SI

trippelprodukter
trippelprodukter S

Vi kan skriva
paxr(b-dr)=[[(ax(bxn))ds
L S
Integralen &r noll om integranden &r noll. Vi far
a x( b x ﬁ) =0
Men L ligger pa nivaytan till skalarfédltet ¢ = ¢ - . Normalen till nivdytan kan berdknas med hjalp av
(se Sats 4.2)

Nn=V¢=V(C-T)=C

ﬁx( Bxﬁ)za.

Vi far
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Kapitel 16

Ovning 16.1.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom féltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innanfér ytan S). Och vi kan inte anvinda Sats (16.5) direkt eftersom filtet inte &r (1/72)é,. Men
vi kan skriva integralen som summan av tva termer. Pa den forsta termen kan vi tillampa Gauss’ sats,
pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.5):

Ljrijlér.ds_zg(wrlzje -dS = ”re dS+J‘JAi2 ds =

Gauss sats sats 16.5

= [[[ div(re,)dV +47 = [[[3dV +47 = B%ﬂabc+47r = 47z(1+abc)
\ \

. , S 4
Vi har anvant att volymen av en ellipsoid ar V = gnabc.

Ovning 16.2.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innanfdr ytan S). Och vi kan inte anvinda Sats (16.5) direkt eftersom filtet inte ar (1/72)é,. Vi
kunde forsoka berakna flodet direkt genom att parametrisera ytan, men ytan ar en ellipsoid.
Integralerna skulle bli komplicerade.

Vi kan anvanda en teknik som tillampades vid beviset av Sats (16.5). Betrakta volymen V innanfor ytan
S och en liten sfar S, med centrum i origo, radie € och volymen V. (Figur 117). Lat oss dela integralen i
tva delar. | den ena kan vi tillimpa Gauss’ sats, i den andra kan vi berdkna flodet direkt.

Z

~

S

T~

Figur 117. Geometri fér Ovning 16.2
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J' r+1 dS “‘I’ +1¢-dS_

e 0= ] -

S S+S,-S,
re +1 r’+1,
” ,dS - ” é,-dS
S+S,
Gauss sats S_ éaren sfar,

sa vi kan berékna
flodet direkt

Vi noterar att (se (10.62))

2
V_(r +1é¢j:O
r

och p3 S, har viatt dS = r?sinfdfdpé, (med r = ¢), se (10.59). Vi far

1 e, 05 - mv[ jdv ”” (r*sinadodgs, ) -

S

=0

2
:—”rTHrzsinHéw-ér dodg =0
S,

=0

Ovning 16.3.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innanfér ytan S). Och vi kan inte anvinda Sats (16.5) direkt eftersom filtet inte dr (1/72)é,. Men
vi kan skriva integralen som summan av tva termer. Pa den forsta termen kan vi tillampa Gauss’ sats,
pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.5):

jjﬂ-ds‘:”[:g”:ﬂér +r2é¢j-d8_=”[%ér +r2sin 68, +r2é¢)-d§
S S S
=ﬂ(%ér]-d8_+ﬂ(rzsim9ér+r2éw)-d8_:
S S

sats 16.5 Gauss sats

:127z+.|‘V-(rzsin0ér +r2é¢,)dv
\%

Vi berdknar divergensen med (10.62) eftersom féltet dr definierat i ett sfariskt koordinatsystem. Vi far

1 0 4r3sin g
2 (y2)-2rsng

rsind oo 2

V(r?singe, +r%,)= -

Fa(r“sin¢9)+ =4rsing

Integralen blir

”A-ds‘=12;z+j4rsinedv
S \

Ett problem &r att volymen &r en cylinder, men rsin@ ar uttryckt i sfariska koordinater. Notera nu att
rsinfd = p (se geometri for sfariska och cylindriska koordinatsystem). Integralen blir nu
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(%20
|

-ds‘:127z+jjj4pdv :12;r+m4p2d¢dpdz =
\% \
R
=127 +8ﬁZOIJIp2dp =127 +8rnZ, [% o’ l :127z'+g7rZOF\’3

Vi har anvant uttrycket (10.42) for dV.

Ovning 16.4.

Det forsta steget ar att uttrycka vektorfiltet med hjélp av basvektorerna. Eftersom p = pyé, och =
ré, har vi

P-T =p,E, -ré =p,ré € = p,rcosd
Faltet blir

3p0c3036?é
r

r

E:_E3+M:_&éz +
r r

-

Ytan ar en halvsfar sa det blir enklare om vi uttrycker é, med sfariska basvektorer. Geometri ger
€, =Cos @€, —sin6e,

Vi far faltet

— . 3p,cosé . Ay 3P,C0SE .
E= %’eﬁp"—Ber=—i§(c059er—sm9eg)+%—3er=
r r r r
2p,Cosd . sin@
_ IOo3 er+p0 7,
r r

Ytan ar en halvsfar med radie R, s& dS = R2sinfd0d¢é,.. Integralen blir

+ poslneég).érrzsinededgo:

r

HE.ds‘=”E.érrzsinededgo:Lj(ZpOriosgé

H porcgo_seer -6, r?sin 0d9d¢+j po:lneea €, r’singdode =
S -1 S =0

_ J‘szr’o—(rx’sgsin gdgdgp:%'chosHsin 0dode =

=27z&

= ZE&IZCOSGSin 6do = 27r&[—cos2 6’]
R r r

7l2
0
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Ovning 16.5.

Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart pa z-axeln och
kurvan gar runt z-axeln. Och vi kan inte anvanda Sats (16.28) direkt eftersom féltet inte ar (1/p)é(p.
Men vi kan skriva integralen som summan av tva termer. P den forsta termen kan vi tillampa Stokes’
sats och pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.28).

Berakna cirkulationen av vektorfaltet

[Rear = [2220 rzj[ ] - [, dr+ [, ar -
L L L

Stokes stats sats (17.28)

:HVx(aJéw)~dS_—2ﬁa):H%éz -dS - 27w
S S

Notera att orienteringen av L i punkten x = a, y = 0, z = 0 dr —&,,. Kurvan genomléps alltsa i negativa é(p-
riktningen och vi har darmed N =-1i (16.28).

Kurvan &r en cirkel med centrum i origo, sa dS = —pdpd@é,. Integralen blir

J‘RdT:—HQé -6 pdpdgo—Zﬂa):—27za)_[dp—27za):—27rwa—27m)=—27za)(a+1)
$P L 0

=1

Ovning 16.6.

Vi kan inte anvanda Stokes’ sats direkt eftersom féltet inte ar kontinuerligt deriverbart pa z-axeln och
kurvan gar runt z-axeln. Och vi kan inte anvénda Sats (16.28) direkt eftersom féltet inte &r (1/p)é,. Vi
kunde forsoka berakna cirkulationen direkt genom att parametrisera kurvan, men kurvan ar en ellips
som resulterar i komplicerade integraler.

Vi kan emellertid skriva integralen som summan av tva termer. Pa den férsta termen kan vi tillampa
Stokes’ sats, pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.28).

2
~ p +1, 2 . YU
A= e +p€ =pe +p€ +—¢€
,0 4 P (4 P p (4
Integralen blir
(JSLA-dF=<_]5L(pé¢+pzép)-df+<.|5L%éw-sz [Vx(08, +p%,)-05 ~27
Stokes sats T s

Notera att i punkten x =0, y =1, z= 0 har L tangentvektorn é,.. Kurvan genomlops alltsa i negativa é(p-
riktningen varfor N=-1i (16.28).

Nu kan vi berdkna rotationen med hjalp av (10.45):
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2 ol o? 2
Vx(pé(p+p2ép):(a—pj>+ P e 4 o) ap 6 =26,
oz oz pop  pPop

Eftersom dS = —dSé, far vi
IIVx(pé¢+p2ép)-d§=I_[2éz -(—dS8)) =—2ﬁds =—2rab
s s s

dar vi har anvant att arean av en ellips ar mab.

Integralen blir

gSL A-dF =-27ab— 27 = —27(1+ab)

Ovning 16.7.

Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom faltet inte ar kontinuerligt deriverbart pa z-axeln. Vi
kan inte heller anvdnda Sats (16.5) eftersom filtet inte &r (1/r2)é,. Inte heller Sats (16.28) kan
anvandas eftersom vi vill berdkna flodet, inte cirkulationen.

Men vi kan anvdnda en teknik som liknar tekniken vi anvdande vid bevis av Sats (16.5). Betrakta
volymen V innanfér ytan S och en liten, cylindrisk yta S, med axel langs z-axeln, radie & och volymen
V. (se Figur 118). Vi kan indela integralen i tva delar. Pa den ena kan vi tillimpa Gauss’ sats, i den andra
kan vi berakna flodet direkt.

Figur 118. Geometri fér Ovning 16.7
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Vi indelar sfaren i tva volymer V, och V,, dar I utgor cylinderns volym. Vi far V =V, + V.. Pa V, kan vi
tillampa Gauss’ sats.

Notera att ytorna som definierar volymen V, ar S, och de tvd sma ytorna S; och S, pa ovan- och
undersidan av cylindern, se Figur 113.

Vi kan skriva S=S+S,—S;+5; —51+S5, —5,=(§+S5: -5, —5,) + (=S +5; +S;). Ytorna
(§+ S, —S; —S,) utgor Vy:s randytor. Ytorna (=S, + S; + S,) utgoér V:s randytor. Integralen blir

jj A(T)-dS

jj A(F)-dS = jj A(T)-dS + ﬂ A(T)-dS

515,55, 54555, 5,155,
= J.”. divAdV + H AT )Ga:IS; Sa—ts
:deivAdv —j}AS(rs)ds + [[A)-dS + [[ A(r)-dS
Vo s, 5, s,
eyl 1 edral 2 edral 3 newral

Vi ska nu berakna fyra integraler.

Integralerna 3 och 4 ar odefinierade, eftersom integranden inte ar andlig pa ytan. For att kunna utféra
integrationen definierar vi

a a
j f (x)dx = Iingj f (x)dx
0 & &

For integral 3 galler da
”A(r)-ds _||m”z
Si

Vi noterar nu att dS = r2sinfdfdgé, och att rsinf = p, sd dS = rpdfd¢é,. Integralen 3 blir

jj/i(r)-d§=Liggjjz e dS_ngg”zp

:Iim”zr —1e -€,d0dg

-0

-1,
e, -érpddde=
Yo,

Notera nu att Ll_r)rge =é,,sa ngg(ep-er):ep-ez =0.Vifar
j j A(F)-dS =0
Sy

Med samma metod kan vi visa att

[[A()-dS =0
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For integral 2 éver cylinderytan S, giller dS = —é,dS. Notera ocksd att cylinderradien dr ¢, sa pa S,

gillerp = €.

Integralen 2 blir

—ﬂA(r) dS——Hz é )ds = ﬁz—ds ﬂz Ledpdz
2z \/4—_ 2+\/E
j I 2(82—1)d(0d22272'(82—1) j ZdZ:87r(52—l) 4—¢g°
0 o a2 2_Ja_

| gransen € — 0 fas
lim [— ! [A(r)-ds j =1im (87:(82 ~1)V4-¢? ) =-167
Nu ska vi berdkna integral 1. Vi har
. : -1, pi-1
(s - J’V{jdlv(z p ep]d I ap( - Jdv - [

Vi kan inte anvanda sfariska koordinater eftersom sfaren inte har centrum i origo utan i punkten x =0,

y =20, z= 2. Men vi kan byta koordinater till
2'=1-2

Darmed fas

I_UZZdV = H.[ 2(z'+2)dV = jﬂ4dv +.|'H 22'dV =4 47;23 +_|'.|'J.2r cos@dr?sinAdrdfde =
A A A Vo Vo

1287 [r*T cos’d | 128z
_2597 ol T 2nl - _
3 |4 2 | 3

Nu summerar vi de fyra integralerna.
”/S(r)~d§=ﬁjdivﬂdv — [[A)-dS + [[ A(F)-dS + [ A(T)-dS =
S S, Sy Sz

3 3
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Ovning 16.8.
Vi kan inte anvdnda Gauss’ sats direkt eftersom féltet inte ar kontinuerligt deriverbart i origo (som
ligger innanfér ytan S). Vi kan inte heller anvinda Sats (16.5) direkt eftersom filtet inte ar (1/72)é,.

Men vi kan skriva integralen som summan av tva termer. Pa den forsta termen kan vi tillampa Gauss
sats och pa den andra termen kan vi tillampa Sats (16.5).

” 26 +r°cos@sin 68,
S

z d5_=ﬂ£2é,~d§+fjr3cosesin9é9.d§=
r f r :

sats 16.5 Gauss sats

=87+ [[[V-(r°cososin 68, ) dv
\Y

Vi berdknar nu divergensen med hjalp av (10.62):

V-(r®cos@sin ¢9é9) =2r?cos*@—r?sin® @
Volymsintegralen berdknas enklast i kartesiska koordinater, dar vi har x2 + y2 = r?sin?8 och z? =
r2cos?6, sa

V-(r®cos@sin 68, ) = 2r* cos® O—r*sin’ 0 = 22* —x* — y?

ijV-(r%os@sin Gég)dv :j

1

L=

j"(Zz2 —Xx* — y? ) dzdydx = 208
e

Integralen blir

A 5 - A
J»J-Zer+r cosdsin e, .dS =87+ 208
S

r2
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Kapitel 17

Ovning 17.1.
Vi vill 16sa Poissons ekvation (17.3):
vV =L
&y

Dessutom ska vi berdkna det elektriska faltet fran potentialen med hjalp av

E=-VV.
Pa grund av symmetri i problemet och det faktum att laddningstatheten ar konstant (beror ej av z och
@) kommer ldsningen endast att bero pa p. Derivator med avseende pa z och @i Laplaceoperatorn ar
darmed noll.
Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett cylindrisk koordinatsystem enligt (14.4) fas
—y :li[pﬂ} 1oV oV _ p,
op

? op*  01° &
=0 =0
Det elektriska faltet fas med hjalp av uttrycket (10.43) for gradienten i cylinderkoordinater som
— ov,. 1oV, oV, oV
E=-VW=-"8 ———¢, -——¢6=-"-2=¢
p op 0z op

Vi har alltsa att |6sa ekvationen

ig(pﬂ]__&
pop\" oOp &

Inuti cylindern géller p. = p,. Pa utsidan har vi p, = 0.
Vi inleder med att I6sa ekvationen for insidan av cylindern.

10 oV 0 oV
pop\" op & ap\" op &
op 2¢, op 2¢, o,
Notera att vi redan har uttrycket for det elektriska faltet:
E-_ Mg _ P, 2
op "\ 2 P

Pa axeln maste det elektriska faltet vara noll. Darmed fas a = 0.

P

Vi l6ser nu Poisson’s ekvation. Integration med avseende pa p ger

v Po Po 2
—=—-—"p = V(p)=—"p°+b
p 25" (p) 1, "

Det elektriska faltet och potentialen inuti cylindern blir
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E = e
n 280 p P
V,, = —&p2 +b
4g,

Vi ska berdkna konstanten b:s varde strax, med hjalp av randvillkor.
Utanfor sfaren ar laddningstdtheten noll, varfor vi ska 16sa Laplace’s ekvation i cylindergeometri. Vi vet
redan fran Avsnitt 17.2, uttryck (17.10) att I6sningen i detta fall blir

Vo (p)=clnp+d
Det elektriska faltet ar
E oV C .

out — ep:__p

op p
Nu vill vi berdkna integrationskonstanterna b, ¢ och d. Hartill kan vi anvanda tre villkor:
(1) Kontinuitet av det elektriska falteti p =R

E,(R) = Eyy (R)

(2) Vvardet pa den elektrostatiska potentialen i p =R
Vout(R) :VO

(3) Potentialens kontinuiteti p =R
Vin (R) =V, (R)

Dessa tre villkor leder till tre kopplade ekvationer fér de tre konstanterna b, ¢ och d:

Pop__C
2¢, R
~ 2 R2InR+d =V,
2¢g,
vo_&mn(ﬁj:_&mb
2¢, R 4g,

Om vi loser detta system fas

c=—Lo Re
2¢,

d=V,+ 2R’ InR
2¢&,

b=V, +2R?
4g,

Insatter vi slutligen dessa i uttrycken for potentialen och elektriska faltet fas

2

Po p2 P

V. (p) =V, + 2R 1-£
ln(p) 0 4 ( sz

&y

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 142



p p
Vou () =V, —2—0 R*In (EJ

80

Po 4

=12 pé

In(p) Zgopp
po R 4

=10 ¢
OUt(p) 280 P

Resultatet visas i Figur L20.

V 3 Ep I 3
\‘\, i / /?'
Vo | ! *‘;- // i\\
o S~
_—— .

Figur L20. Geometri fér Ovning 17.1

Notera att

limV(p) =—

p—>0
Losningen ar alltsd ofysikalisk. Hur ar det mojligt? Jo, det beror pa att odndligt langa cylindrar inte
existerar.

Losningen kan dnda betraktas som en god approximation for mycket langa eller smala cylindrar, det vill
sdga i gransen R << L (dar L utgor cylinderns langd).

Ovning 17.2.

Integrallésningen till Poisson’s ekvation (17.38) géller under férutsattning av att laddningstatheten gar
mot noll fortare &n 1/|7|? da |7] = o0 och om I6sningen g&r mot noll som 1/|7| d& |F| - oo.

Cylindern &r emellertid oadndligt lang och laddningstidtheten ar konstant innanfor cylindern, sa
|6sningen gar inte mot noll da |7| - oo,

Vi kan alltsa inte anvdnda integrallosningen till Poisson’s ekvation.

Ovning 17.3

Vi vill |6sa Poissonekvationen (17.3);

vy =
&y

Dessutom vill vi berdkna det elektriska faltet fran potentialen med hjalp av
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E=-VV.
Pa grund av symmetri i problemet och det faktum att laddningstatheten ar konstant (beror ej av z och
@) kommer l6sningen endast att bero pa p. Derivator med avseende pa z och @i Laplaceoperatorn ar
darmed noll.

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett cylindrisk koordinatsystem enligt (14.4) fas

2 2
py L[,V 1V N p
op ) p?op* or &

-0 =0

Det elektriska faltet fas med hjalp av uttrycket (10.43) for gradienten i cylinderkoordinater som

VI S IO
op © pop * 82 6,0
=0 =0

Vi ska alltsa I6sa ekvationen
1 6 8V __Pe
8,0 6,0 &

Vi inleder med att I6sa ekvationen for insidan av cylindern.

2
li pd\/_([)) :—& 1_£ — i pdv—('o) :—& p_p_ =
pdp dp & R, dp dp & R

Dar a ar en integrationskonstant.
Notera att vi redan har uttrycket for det elektriska faltet:

2
E._Na _|Afp_P | 23|
op " \gl\l2 3R) p)”

Pa axeln maste det elektriska faltet vara noll. Darmed fas a = 0.
Vi l8ser nu Poisson’s ekvation. Integration med avseende pa p ger

av 2 2 3

__B[P_P L vy B[ 2Py
8,0 & &

Dar b ar en integrationskonstant.

Det elektriska faltet och potentialen inuti cylindern blir

Utanfor cylindern ar laddningstatheten noll, varfor vi ska I6sa Laplace’s ekvation i cylindergeometri. Vi
vet redan fran Avsnitt 17.2, uttryck (17.10) att I6sningen i detta fall blir
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\Y

out
Det elektriska faltet blir
E _ av __Cs

€ P

op P
Vi ska nu finna integrationskonstanterna b, ¢ och d. Vi har tre villkor att anvadnda.
(1) Kontinuitet for det elektriska faltet i p =R

Ein(R) = Eout (R)

(2) Vardet pa elektrostatiska potentialen i p =R
Vou (R) =Vo

(3) Potentialens kontinuiteti p =R

\/in (R) out (R)

(p)=clnp+d

out

Dessa tre villkor leder till ett ekvationssystem med tre ekvationer for de tre obekanta b, ¢ och d:

A(R_RY)__c
&\ 2 3R) R

cinR+d =V,

2 3
AR R CinR+d
&L 4 OR

Losningen ar

2
b= V+5’0°R2 c= PRy V+’0°R InR
36 &, & 6 &

Insatter vi slutligen dessa konstanter i uttrycken for det elektriska faltet och potentialen fas

Po2(5 PP
Vv, + 22 R? — +-—
ValP)=Vot o [36 4R? 9R3]

V.. (p) =V, AR P

& 6 R

Pl P P
E R e
En(p) = . (ZR 3R2J

_ R% é
out( ):&__p
& 6 p

Ovning 17.4.

Integrallésningen till Poisson’s ekvation (17.38) géller under férutsattning av att laddningstatheten gar
mot noll fortare &n 1/|7|? d3 |7| = o0 och om I6sningen gar mot noll som 1/|7| d& |F| — oo.

Cylindern ar emellertid oandligt lang och laddningstatheten dr oberoende av z innanfor cylindern, sa
for varje z ar laddningstatheten skild fran noll. Laddningstatheten gar alltsa inte mot noll da |7| — oo.
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Vi kan darmed inte anvanda integrallosningen till Poisson’s ekvation.

Ovning 17.5.

Vi vill I6sa Poissonekvationen (17.3)
vy =-£e
&

Dessutom ska vi berdkna det elektriska faltet fran potentialen med hjalp av
E=-VV.

Pa grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstatheten ar konstant (beror ej av Geller
@) kommer l6sningen endast att bero pa r. Derivator med avseende pa doch ¢i uttrycket med
Laplaceoperatorn blir darmed noll.

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett sfariskt koordinatsystem enligt (14.5) far vi

VZV:%Q rzﬁ + 2% i Sin@ﬂ +%6_2V2:i22 rzﬂ :_&
reor or) r°sin@ oo 00 ) r°sin“@op” r°or or &
=0 =0
For det elektriska faltet far vi, med hjalp av (10.61)
E:_VV:_%ér_lﬁég_ 1 %@lp:_ﬂér
or r oo rsiné oe or
Vi ska alltsa 16sa ekvationen

iﬁ(rzﬂj__&(ija
r>or_ or & \R

Vi borjar med att I6sa ekvationen inuti cylindern.

1d(dv(r) =_&(Lj“ L A (VD)) pr?
r dr dr & \R dr dr g R“
2dV(r) po 1 e dV(I’) pp 1 1t oc

= r =- - ic = e e
dr & a+3 R dr & a+3 R r

Vi noterar att vi redan har uttrycket for det elektriska faltet
- oV 1 r** ¢ ),
- Mg [ L " cly

& a+3 R* v

| centrum av sfaren maste faltet vara noll. Vi far darmed ¢ = 0.

Vi 6vergar nu till att I6sa Poisson’s ekvation. Integration med avseende pa r ger
dV r 1 I,.05+1 1 r0!+2
WMD) LI o ” g

dr & a+3 R & (a+3)(a+2) R

Inuti sfaren blir det elektriska faltet och potentialen
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a+2

- S

V. = d
o= ardara R
a+l
0

Utanfor sfaren ar laddningstatheten noll, sa vi har att |16sa Laplace’s ekvation i sfarisk geometri. Vi vet
fran Avsnitt 17.2, uttryck (17.12) att l6sningen i detta fall blir

Vout(r)=—%+b

Vi kan anta att lim V(r) = 0. Detta ger 5= 0.

Tr—00

Det elektriska faltet berdknas nu utifran

E, - Ne - 2
out ar r r2l‘

Aterstar nu att bestimma konstanterna a och d.

Tva relationer kan anvandas:
(1) Kontinuitet for det elektriska féltet i 7=R

Ein(R) = Eout (R)
(2) Kontinuitet for potentialeni» =R
\/in (R) :Vout (R)

Dessa tva villkor ger tva ekvationer for bestdamning av konstanterna:

& 1 Ra+1 ~ a

& a+3 R” R
a+2
_& 1 R +d :_E
& (a+3)(a+2) R” R
Lésningen utgdrs av
& a+3 & a+2

Insattning i uttrycken for elektriska faltet och potentialen ger
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2 a+2
v, (r)=2 8 Ll— LI J

& a+2| (a+3)R*?
3
Voo (1) =222
& a+3r
a+l
Ein(r)zﬁLr Ar
& a+3 R”
3
E, (=L L Rg
g a+3r?
Notera att

47R®
+3

Q=[p(rav =p, —

Vi kan darmed skriva

Q1
VOUt(r):47rg r
0
_ Q 1,
EOUt(r) 472'8 _Ze
0

vilka utgor uttrycken for elektriska potentialen och faltet fran en punktladdning.
Losningarna skissas i Figur L21.

F 1— : : i '
V (cc+3)m" JE;—

Figur L21. Geometri fér Ovning 17.5 for a>0.

Ovning 17.6.

Integrallésningen till Poisson’s ekvation (17.39) tillampad pa elektrostatiska falt blir enligt (17.54)

4715 ” g —r| dVI
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dar 7 &r ortsvektorn som identifierar punkten P i vilken vi vill berdkna filtet, p.(7") &r den elektriska
laddningstitheten i 7, &, dielektricitetskonstanten i vakuum och &r integrationsvolymen (hela R3).
Laddningstédtheten inuti sfaren ar p.(¥') = po(r/R)%*. Integralen blir

O=2-0%) 7

\"

Notera att p. ar noll utanfor sfaren; detta ar viktigt for 16sningen, vilket vi strax kommer att se.

Om vi anvander ett sfariskt koordinatsystem med origo i centrum av sfaren far problemet sfarisk
symmetri, utan beroende av variablerna 8 och ¢. Endast beroende av r kvarstar.

For att l6sa integralen behdver vi ta fram uttryck fér dV’, ¥ och 7. Eftersom vi anvander sfiriska
variabler kan vi skriva dV’ med hjilp av (10.60):

dV'=r“sin@'dr'dg'de'

Ortsvektorn 7' pekar p& killpunkter i R3. Vi kan skriva 7' = r'é,. eller, i ett kartesiskt koordinatsystem,
med hjalp av (10.50)

T'=r'sin@'cosp'e, +r'sin@'sinp'e +r'cosd'e,

| princip kan ocksd vektorn 7 skrivas pa denna form. Men losningen beror ju endast av r, vilket &r
avstandet mellan origo och punkten P dar vi vill berdkna faltet. For enkelhets skull kan vi anta att
punkten P har koordinaterna 8 = 0 och ¢ =0 (P ligger pa z-axeln). Med anvdndning av denna
forenkling ger (10.50)

r=re,
Problemets geometri illustreras i Figur 17.3.

Vi kan nu berdkna |7’ — 7;

F'—F=r'sind'cosp'é, +r'sind'sing'é +(r'cosd'-r)e,,

|T'—F|=\/r'2—2r'rcos(9'+ r

vilket ger integralen
2z

NP r P trr¥sing'dr'do'de!
V(r)_"r”g:Ra J.\J/-J.|F'_F|dv _4”5:Ra !M r2—2r'rcos@'+r?

Notera att i princip ar integrationsgranserna for r’ [0, o] eftersom integrationsdomanen &r hela R3.
Men eftersom laddningstdtheten p. = 0 for r > R kommer vi dock endast att integrera i intervallet
[0, R].

Integranden har inget ¢’-beroende, sd integrationen med avseende pa ¢’ ger 27,
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T 0

J-J- r'*“sing@'dr'dg'
2€oRa 2 \Nr2=2r'rcosg'+r?

Integrationen med avseende p& 6’ dr lite mer komplicerad. Substitutionen x = cos@’ passar bra har
och ger dx = —sinf’'df samt

T r*“sing'de" r'#e dx
j\/ 12_ 1 1 -"\/ 12 -
o NIF2=2r'rcos@'+r? r'2+r2-2r'rx
2+a -1 2+a 1
_ r J- 1 dx = r J~ 1 dx
Jar'r 1\/r'2+r2 y \/2r'rl\/r'2+r2 y
2r'r 2r'r

1
r|2+a r'2+l’2 _2r|2+a rlZ_I_rZ I"2+r2
= ) —x| = 1 +1]|=
Jarr 2r'r . Narr (Voarr 2r'r
_2re \/r'2+r2—2r'r_\/r'2+r2+2r'r ~
Jar'r 2r'r 2r'r

o B (L Lad

2r'r 2r'r

Vi maste behandla kvadratrétterna forsiktigt. Eftersom de ska vara positiva ar det lampligt att anvdnda
absolutvarden. For den forsta kvadratroten géller /(r’ — r)2 = |r’ — r|. Vi far tva olika fall, beroende
pa vardet pd r’. Om r' > r géller |r' —r| =7r' —r. Om r' < r giller, for att garantera ett positivt
resultat, att |[r’ —r| = r — r’. Den andra kvadratroten &r enklare att hantera. Eftersom bade r och 7’

ar positiva ar r’ + r alltid positivt. Darfor har vi i detta fall endast en méjlighet; /(r' +1)? =
|r" +r| = r' + r. Integralen blir

ppa LZX T ppae gor prsy
T r'*sing'do’ 2r'r  2r'r

J. 12 1 1 2 - _r! 1 12+a
\/r —2r'rcos@'+r oy r+r r+r :Zr
2r'r  2r'r r

for r'<r

Om punkten P befinner sig innanfor sfaren, det vill sdga r < R, och vi satter in detta resultat i uttrycket
for integralen far vi
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r r 2+a

vV (T)= p"a 2 dr'+ aer'l“"dr =
26,R" ¢ 1 2g,R* ¢
T %r—/
for r'<r<R for r'>r
r 12+a
r
— poa dl"+ — J.r|1+a dr —
&Ry T goR
ﬁ_/
for r'<r<R for r'>R ar

laddningstatheten noll

B po r|3+a I‘+ po r|2+a R B
MR 3+a |, &R 2+a |

,Oo r2+a . po R2+a _r2+a :& RZ 1 1 (r J2+a

&R 3+a gR* 2+a & 2+a|  (3+a)

R

Om punkten P dr utanfor sfiaren, det vill sdga r > R, utgdrs integrationsomradet for v’ fortfarande av
[0, 0]. Men eftersom laddningstatheten &r noll utanfér sfaren kommer den del av integralen som
svarar mot regionen [R, oo] att vara noll. Vi integrerar darfor endast i omradet [0, R]. Integralen blir

R r 12+a R r|3+a R 1 R3+a
Vout (F): po 2 dr. po Irl2+a dl"= pO pO
26R" ¢ 1 &IR" ¢ &R 3+« |, goR“ r3+va
%,_/

_p[ RL
&\ 3+a))r

Vi nar darigenom samma resultat som i 17.5, dar differentialekvationen Iostes direkt.

Ovning 17.7.

Vi vill 16sa Poissonekvationen. Pa grund av problemets symmetri och att laddningstatheten ar konstant
med avseende pa #och @, kommer I6sningen endast att bero pa r. Darfor blir derivator med avseende
pa Boch @i Laplaceoperatoruttrycket noll.

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i sfariska koordinater enligt (14.5) fas

2
Vznzéi(r2@j+—2 1 i[siné?@j+—2 _12 0 2 =-S
r-or or resin@ oe 06) r°sin“ 6 op

=0 =0

Inuti solen galler

el g )s(eg)
r? or or R

Integration ger
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Har ar ¢ = 0 eftersom det maste gélla att dn/dr ar noll i centrum (alternativt kan man resonera att n
maste vara begransad i centrum).

on 1 r 1 r

—=-S,|=r——1| = n (nN=-S,| =r*—— |+d

or 3 4R

Utanfor solen finns ingen kalla vilket innebar att har ska Laplaces’ ekvation |6sas i sfariska koordinater.
Vi vet redan fran Avsnitt 17.2, Ekvation (17.12) att I6sningen i detta fall &r

nout(r):—%+b

Vi vet ocksa att langt ifrdn solen maste tatheten ga mot noll, det vill séga lim n,,(r) = 0. Detta
T—00

innebar att 5 = 0.

Aterstar att bestimma konstanterna a och d.
Vi har tva villkor att anvanda for detta.
(1) Kontinuitet for tathetenir=R
r’|in (R) = nout (R)
(2) Tathetensvardeir=R
Nout (R) = NO

Dessa tva villkor leder till ett system med tva ekvationer fér bestdamning av de tva konstanterna:

s (tp R g2
0 _
6 12R R
a
R

Losningen ar

RZ

a=—-RN d=N,+S,—

0 0 0 12

Insadttning av konstanterna i uttrycken for tatheten ger
R> 1 r
n (r)=N,+S,| ——=r*+
|n( ) 0 0(12 6 12R]

R
nout (r) = NO ?

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 152



Ovning 17.8.

Integrallésningen till Poisson’s ekvation V2¢ = p, det vill siga (17.38), &r

o(r)-—= [ 2

g

dar 7 utgdr ortsvektorn som definierar de punkter P i vilka vi vill berdkna faltet, p(7') utgér en skalar
funktion av positionen 7’ och V &r integrationsvolymen som i detta fall utgor hela R3. Notera att vi vill
|6sa ekvationen V2ny, = —S, med S = Sy(1 — r/R), vars integrallésning &r

n(F) = v =S {5 v

Notera dven att S ar noll utanfor sfaren, ett faktum som kommer visa sig vara viktigt for att I6sa
problemet.

Om vi anvander ett sfariskt koordinatsystem, med origo i sfarens centrum, far problemet sfarisk
symmetri utan beroende av 8 och ¢, endast av r. Vi forvantar oss darmed att 16sningen endast beror
avr.

For att |6sa integralen behéver vi finna uttryck for dV’, ¥ och 7. Eftersom vi anvander sfiriska
koordinater kan dV’ skrivas med hjilp av (10.60):

dv'=r"?sing'dr'dé'de'

Ortsvektorn 7' pekar pa kallpunkter i R3. Vi kan alltsd skriva 7' = 1'é, eller, med anvindning av ett
kartesiskt koordinatsystem, enligt (10.50):

T'=r'sin@'cosp'®, +r'sing'sinp'e +r'cosd'e,

| princip kan ocksa ortsvektorn 7 skrivas med hjalp av (10.50). Vi har emellertid sagt att I6sningen
endast beror av r, vilket ar avstandet mellan origo och punkten P dar vi vill berdkna faltet. For
enkelhets skull kan vi anta att P har koordinaterna 8 = 0 och ¢ = 0 (P ar pa z-axeln). Med denna
forenkling ger (10.50)

r=re,

Problemets geometri illustreras i Figur 17.3.

Nu kan vi berdkna |7' — 7|,

F'—F=r'sind'cosp'é, +r'sin@'sinp'é +(r'cosd'-r)e,,

|T'—F|=\/r'2—2r'rcos(9'+ r’,
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varvid integralen blir

S, 1 ,_S_Z”” ) rsing'dr'dg'de’
M- -5

R)Jr?—2r'rcosg'+r?

Notera att i princip &r integrationsgrinserna for r’ [0, o] eftersom integrationsdoménen &r hela R3.
Men eftersom S ar noll utanfér sfaren for r > R kommer vi dock endast att integrera i intervallet
[0, R].

Integranden har inget ¢'-beroende, sa integralen éver ¢’ ger 27,

F —iﬁ( j r?sing'dr'de’
M 2 9% R)\Jr?—2r'rcos@'+r

Integralen éver @' &r lite mer komplicerad men kan I6sas med substitutionen x = cos8’, som ger dx =
—sinf’d6 och

f . r r2sing'dg" _ r\ ¢ r dy—
== =-|1-= = x=
0 \/ —2r'rcos@'+r? \/r +r2=2r'rx

. 2 -1
R \/2I"I’l\/r'2-|-r2

2r'r -

1 12 1
=(1—r—J d '[ ! dx =
R \/2r'r_l\/r'2+r2
2r'r
r 1

1 12 12 2
_ 1_I’_ r ) r—+r “x _
R/)J2r'r 2r'r .

12 2 12 2
\/r +r _1_\/r +r 1l
2r'r 2r'r

_=2r” (1_r_'j \/r'2+r2—2r'r_\/r'2+r2+2r'r B
2r'r R 2r'r 2r'r

Vi maste behandla kvadratrotterna forsiktigt. Eftersom de ska vara positiva ar det lampligt att anvanda

absolutvarden. Fér den forsta kvadratroten géller /(' — )2 = |r’ — r|. Vi far tva olika fall, beroende
pa vardet pd r’. Om r' > r géller |r' —r| =71' —r. Om r' < r giller, for att garantera ett positivt
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resultat, att |[r’ —r| = r — r’. Den andra kvadratroten &r enklare att hantera. Eftersom bade r och r’

ir positiva ar r’ + r alltid positivt. Darfor har vi i detta fall endast en méjlighet; /(r' +1)? =
|r" +r| =1’ + r. Integralen blir

]’-(1_r_'j r'sin0'do’ B
0 RJ\r2—2r'rcos@'+r
Y] L | Bl S el ) P P P for r'>r
R/\2r'r 2r'r R

. ey ' 12 '
—2r'2(1—r—j( r+r_ﬂj:2r_[1_r_j for r'<r
R)L2r'r 2r'r r R

Om punkten P befinner sig innanfor sfaren, det vill sdga r < R och vi satter in detta i potentialen far vi

integralen
o S for? rY, S, fa Y,
nHe(r):?O'[ZT(l—Ejdr +?°J'2r (1—Ejdr =
0 r
for r'<r<R for r'>r
I‘r|2 r| . R ' r. ‘
=50£T(1—Ejdr +sojr (1—E)dr =
for r'<r<R for r'’>R ar S noll

r.3 r.4 R2 R3 rZ r3
—— |+S| | == |- | =—=—=||=
3 4R 2 3R 2 3R
rZ r3 RZ rZ r3 rZ r.3 RZ
=S| ———+———+—|=S)| ~—+—+—
3 4R 6 2 3R 6 12R 6

Notera att i r = R antar vi att densiteten ar N,. Vi har alltsd ni%, (R) = N,, vilket ger

. R R® R’ R?

N (R)=Sp| ———t ——+—— | =Sy = 2

e (R) o( PR sj ol SOT_Z:NO Lo 12N
nli-rlle(R)zNO

Om detta uttryck for S, substitueras i uttrycket for densiteten fas

2 3 2 2 3
. (r);lZNO [_r_+r_+R_j: N, [—Zr—+r—+2j

R? 6 12R 6 R* R®

Om punkten P befinner sig utanfér sfiaren, det vill siga r > R, utgdrs integrationsintervallet for r’
fortfarande av [0, ®]. Men eftersom densiteten ar noll utanfér sfaren kommer den del av integralen

som svarar mot [R, o] att vara noll. Vi utfér darfér integrationen i intervallet [0, R]. Integralen blir
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Detta dr naturligtvis samma resultat som i Ovning 17.7. Verifiera gdrna detta genom att insitta S, =
12N, /R? i den inre I6sningen i Ovning 17.7.

Ovning 17.9.

Vi vill I6sa Poissons ekvation i cylindriska koordinater. Med hjalp av (14.4) kan vi skriva

2 2
yigot0(,08), 1 0%
pop\  Op) p°op- oz

Vivill att ¢ = pSsing utgor en l6sning for nagot varde pa s. Darmed s6ker vi ett virde pa s som ger

V2 (ps sin (0) _ 38}:1 4

Ekvation (14.4) ger

Vz(pssingo):ii pa(pssingo) +i282(,0532in¢)+82(,0582in(0):

=0
=s’p*?sing—p*sing =(s*~1)p* *sing
Vi far

V?(p°sing)=(s*~1) p**sing = 3Sir:¢
Yol

= (32—1),05’2:14 = s=-2
o)

Losningen blir alltsa

sin
p=-0L
Yo,
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Appendix

Ovning A.1.

Spolen ar en cirkel, sa vi kan berdkna dl med (3.9). Cirkeln har radie R, sa vi maste ha p = R.
dl =Rdg

Infinitesimala laddningen dq utgdr produkten av dl med laddningstdtheten 4
dqg = Adl = ,Rcos’ pdg

For att berdkna den totala elektriska laddningen maste vi integrera 6ver hela spolen, fran ¢ = 0 till
@ = 2m. Vi skriver

Q :jdq = 2fﬂ,ORCOSS (pd(/):z,oRTcosS pde
0 0

Integralen verkar inte enkel. Men vi noterar att funktionen cos®¢ i omradet [0,27] &r halvt positiv och
halvt negativ. Sa integralen blir noll.

2
Q=20chos5¢d¢=0
0

Ovning A.2.

Vi kan skriva ytelementen pa halvcylindern med hjalp av (3.9). Cylindern har radie R, sa vi maste ha
p=R.

dS = Rdpdz

Infinitesimala massan dm utgdr produkten av dS med laddningstatheten . Pa cylinderytan har vip =
R.

dm = odS = —o,Rz” cos pRd pdz = —5,R*2* cos pd pdz

For att berdkna den totala massan behéver vi integrera 6ver hela ytan, fran ¢ = /2 till ¢ = 3m/2 och
franz = 0tillz = h.

h

h 3z/2 3z/2 1
M :jdm:_f I (-oyR*2* cos ) depdlz = j (_O_ORZCOSCD)[EZS} dop =
0 z/2 zl2 0

N e 2 ou3
:—O'OR €[S|n(0] :—GOR h
| —-———

zl2
=2
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Ovning A.3.

Ytan &r en del av en sfar med radie R. Vi kan berdakna dS med (3.15) fér r = R.
dS =R*sinddpd &

Infinitesimala laddningen dq utgor produkten av dS med laddningstatheten o
dq = odS = o,Rsin OR? sin Odpd & = 5,,R*sin” Od pd &

For att berdkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera 6ver hela ytan. Ytan ligger i forsta
kvadranten, fran ¢ = 0 till ¢ = m/2 och fran 8 = 0till & = 1 /2. Integralen blir

72 7l2 l2

Q=[dg= | jaOR3sin20d¢d9=%aoR3jsin29d9=
0 0 0

:%O'OR3

2 4

. 2 2
{0 sm20} :”—aORS
o 8
Ovning A.4.

Kroppen ar en del av en cylinder. Vi kan berdkna dV med (3.9). Notera att vi inte kan skriva p = R som
vi gjorde i Ovning A.2 eftersom féremalet inte dr en yta och vi ska integrera éver volymen.

dV = pded pdz
Infinitesimala laddningen dq ar produkten av dV med laddningstdtheten p.
dq = p.dV = p,psing pded pdz = p, p* sin g ded pdz

For att berdkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera 6ver hela kroppen, fran p = 0till p =
R och fran z = —h till z = +h for radie och hojd. For vinkeln ¢ integrerar vi fran ¢ = /2 till ¢ = 2.
Integralen blir

Q=qu= jl_Tzfpopzsingodgodpdz=2hpOTTp23in¢d¢dp=
-h 0 z/2 0 z/2
3 27

—2hp 2 [ singpde = 2h R 2y, Re
=2hp, — | sinp dp =2hp, ——[~cosp], =—=hp,

7l2
Ovning A.5.

Kroppen ar en del av en sfar. Vi kan berdkna dV med (3.15). Notera att vi inte kan skrivar = R som vi
gjorde i Ovning A.3 eftersom kroppen inte ar en yta och vi ska integrera éver volymen.

dV =r?sinddpdadr
Infinitesimala laddningen dq ar produkten av dV med laddningstdtheten p.

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 158



dq = p.dV = p,r cose r?sin @dedadr = p,r® cos ¢ sin 6d9d pdr

For att berdkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera 6ver hela kroppen. Radiellt integrerar
vifranr = 0 tillr = R. Eftersom kroppen ligger i kvadranten x <0, y <0 och z > 0, gar vinkeln ¢ fran
@ =mtillgo = 3m/2 och vinkeln 8 fran 8 = 0 till @ = /2. Integralen blir

37l2 w2 4 3712 7l2

J.p0r3005¢>sin49d6?d¢>dr:p07 j J-COS¢Sin9d9d¢=
0

7z 0

Q=[dg=

O =3 U
N —3

4 7wl2

RY: . e f : R :
=p07[sm(p]” ‘([cos(osmededgoz—poj.([ sinfdg =

R4 7l2 R4
==P T[_COS (0]0 ==Fo 2

Ovning A.6.

Vi anvander ett cylindriskt koordinatsystem for 7, 7 och dl’. Har &r dl’ &r ett infinitesimalt
langdelement langs kurvan, sa vi har

di'=r,dep€,
Vidare ar 7 en vektor fran origo till dl’, sa
r'=rg,

Vi bendmner 7 som positionsvektorn (frén origo till punkten dar vi vill berdkna B). Eftersom vi vill
berdkna langs z-axeln kan vi skriva

r=z§,
Nu kan vi berdkna 7 — ¥’ och |7 — 7'|. Vi har

r—r'=-ré, +126,

Det sista steget innan integrationen ar att berakna kryssprodukten:
di'x(F — ') = zr,d P8, + rydgé,
(for detaljer om kryssprodukter i cylindriska koordinatsystem, se Avsnitt 3.3 och Ovning 3.4).

Nu kan vi skriva integralen

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 159



B(F) = £ J-dl_'x(F—T') _ i ZJ?zrod(pépHOzdgoéz _
4”_ 1 | _ I|3 472_ (r02+22)3/2
~ L I 2z Zroé 1 I 2z rZéZ
- 43[ !( 2+Z§)3/2 do+ 43[ !(rz : 2)3/2 de

{fér integralerna av basvektorerna kan vi anvinda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Ovning 3.6. |
sista termen beror basvektorn €, inte pa @-variabeln, sa vi kan flytta é, utanfor integralen. | forsta
termen beror €, pd variabeln ¢, sa vi maste integrera éver é,.}

AR S P B R P
e e g e

={vi kan férst berakna integralen som vi gjorde i Ovning 3.6. Vi uttrycker é, med kartesiska
basvektorer, s3 att fom éydp = fozn(COS(péx + singé,)de = &, fozn cospdo + &, fom singpdp = 0.
Slutligen far vi} =

2 A
:5+'u°| Iy €, or ol r A

fa)
3/2 3/2 ¥z
4r (r02+22) 2 (r02+22)

Ovning A.7.

Spolen ar en cirkel i xy-planet med centrum i origo, sa vi kan anvdnda ett cylindriskt koordinatsystem.
Vidare &r dl &r ett infinitesimalt 1angdelement langs spolen, s& med hjilp av (3.9) kan vi skriva

dl = pd(péq) =Rd goé(p
eftersom p = R pa cirkeln. Darefter kan vi berikna kryssprodukten dl x B (se Avsnitt 3.3 och Ovning
3.4).
dl x B = Rd¢gé, x B,R(cOs g8, +sin ¢, =
= B,R*cosgdpé, x &, + B,R*sin pdgé x €, =BR*cosgdé
H_/

—

=5, =0

Slutligen kan vi berakna integralen
= ioo_ 27 2 A 2 2 A _
F=1[dIxB= IIO B,R?cosgdgd, = IB;R fo cosgé, do =
L
= {F6r integralen av basvektorn kan vi anvinda metoderna i Avsnitt 3.4 och Ovning 3.6. Basvektorn ép

beror pd variabeln ¢, sa vi maste integrera &,. Vi uttrycker &, med kartesiska basvektorer} =

Lésningar till dvningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © férfattarna och Liber AB 160



2 27 A . n 2 27 2 A
=IBORI0 c05¢)(c03¢ex+sm(pey)dgo:IBoRL cos? g8, do =

. 2
= 1B,R%, [ cos? pdg = |BOR2éX[g+¥} — IB,R%76,
0

Ovning A.8.

Ytan ar en cirkel i xy-planet med centrum i origo, sa vi kan anvanda ett cylindriskt koordinatsytem. Vi
skriver nu dS’, 7 och 7' i ett cylindriskt koordinatsystem. Har dr dS ett infinitesimalt ytelement i ytan,
sa med (3.9) har vi

dS'=p'de'dp’

Notera att vi inte kan skriva p’ = R som vi gjorde i Ovning A.7. Vi méaste integrera over ytan, s& p’
varierar fran p’ = 0 till p’ = R.

Eftersom 7' &r en vektor fran origo till dS’, skriver vi

med 7 som positionsvektorn (fran origo till punkten dar vi vill berdkna E, 1dngs z-axeln). Sa vi har

D>

r=z

.
Givet 7 och 7' kan vi berdkna 7 — 7' och |7 — 7|,

- =1 A [ -] - =1 1 - —l3 1 312
(F-T)=2,-p'¢, = [[-T|={+p? = [[-TT=("+p")
Nu har vi alla ingredienser for att kunna berdkna integralen. Vi ska integrera over hela cirkeln, fran p =

0 till p = R och fran ¢ = 0till ¢ = 2m. Integralen blir

1 jao(r—r')ols': 1 Iao(zéz—p'é'p)p'dco'dp':
J (Zz+p'2)3/2
) 4”505' (Zz+p'2)

4re,

472'8

= {F6r integralerna av basvektorerna kan vi anvinda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Ovning 3.6.
| forsta termen beror basvektorn é, inte pa variablerna p och ¢, sa vi kan flytta é, utanfor integralen. |
sista termen beror €, pa variabeln ¢, sd vi maste integrera €, (se Avsnitt 3.4 och Ovningarna A.6 och
A.7, vi uttrycker ép med kartesiska basvektorer} =
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2o, . (PR p'dp' o, =R ,0 dp 2%
28, Jj‘:o (22+,0'2)3/2 _47;0 Ip 3/2 '[co

R

200 ; % z
eZ
2¢, NIAEEN [\/_ N +R2] 26, ° (| 2| 72 +R2)

dar ép-integralen beriknas exakt som i Ovning A.6.

p'=0

Ovning A.9.

Valet av koordinatsystem &r inte helt enkelt. Eftersom spolen har formen av en cirkel kan vi fundera pa
anvanda ett cylindriskt koordinatsystem. Men spolen ligger i planet x = 0, inte i planet z = 0. Dessutom
definieras det elektriska faltet i ett sfariskt koordinatsystem (basvektorn é,). Det basta valet blir ett
sfariskt koordinatsystem.

Vi kan boérja med att berdkna infinitesimala laddningen dq. Fér dl maste vi anvdnda dlg i (3.15), se
ocksa Figur 3.6 (notera att dlg inte beror pa @-variabeln, sa det spelar ingen roll i dlg-uttrycket om
spolen ligger i x = 0 planet eller y = 0 planet). Vi har

dg = Adl = 4, cosGRdE

Den infinitesimala kraften pa spolen ar

dF = Edq = 1 Q, é, A,CosORAO = %Qcoseﬂde
4re, R? 4me,R

Men spolen ligger i x = 0 planet, sa ¢ = m/2. Darfor kan vi forenkla é,.:

A . T A . . T A A . A A
€ =sindcos—¢€, +sin@sin—¢€ +CcosOe, =sin e, +cos e, .
2 2 y y

Nu kan vi integrera 6ver hela spolen, fran 8 = 0 till 8 = 2m:

Iﬂchose deo _ AQ ] jcos@ sm&e +cos 0é )de—

4relR 47r50

. 27
= 40 é, _[cosé?sm6?d9+ £ Q é .[COS odo = Q& {€0+Sln2¢7} _AQ, Z
47[80 4relR 4R 2 4 |, 4gR

%,_z
=0

Ovning A.10.

Vi kan anvianda samma steg som i Ovning A.6, men integralen ska ha andra integrationsgranser.
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di'<(F —7") = zr,d g6, + r7d e,

_ | ~dl 'x(F-TF"' | 2 zr,dgé +ridgé,
B(r):ﬂo I _X(_,3 ):,Uo J. : ¢2p 203/2¢ -
4z | |r—r | 4z (I’O +1Z )

72 72 2 A

1,1 zr,e y7s ryé
- 40 5 53/2 dg+ 40 5 ° Z w49 =
d ﬂz/z(ro +1 ) a ﬂr/z(ro +z )

7l2 I r2 7l2

] zr, . 7 N
“ar e L e (e L8

J7N zr, A r’ A A .
= 42[ (r02 N :2 )3,2 28, + 4; (r02 +022)3/2 7€, = 4‘; (roz N 22)3,2 (22r0eX +7rro2ez)

For basvektorintegralerna kan vi anvinda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Ovningar A.6-A.9;

712 7l2 A . A~ . 712 A 712 A A
[ 0= [ oosp, +s1 8, il o, +E-cosel 6, =2,

zl2 d ~ (72 d R
.[—72/2 €.dp =5, j—;z/Z p=7¢€,
Ovning A.11.

Ytan ar en halvsfar, sa vi kan anvanda ett sfariskt koordinatsystem. For att berdkna elektriska faltet kan
vi anvanda féljande uttryck fran Ovning A.8:

1 ((F-T")o,ds’

E(F)=
() 4re, o |r_r'|3

Vi ska nu ta fram uttryck for dS’, 7 och 7'. Har ar dS &r ett infinitesimalt ytelement, s& med (3.15) far vi
dS'=r”sin@'de'dd'=R*sin@'de'd6"
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Notera att i ytan harvir’ = R. Eftersom 7' &r en vektor fran origo till dS’, kan vi skriva
T'=Ré

med 7 som ortsvektorn i punkten dér vi vill berdkna E, det vill sdga origo. Vi har alltsa

r=0.

Givet 7 och 7' kan vi berdkna 7 — 7' och |F — 7|,

(F-F)=—R§ = [F-F|=R = [F-F[ =R
Nu har vi alla ingredienser for att kunna berékna integralen. Vi maste integrera 6ver hela ytan, det vill
sdgafran = 0tillp = 2w ochfran 8 = 0till 8 = 1t /2;

_ o —Ré ) o 7l2 21 ]
E(F)=—2 'R%sin@'dep'dld' = ——2 g sin@'dp'dd' =
) 47z30£ R® ¢ Arg, ;'; E[ ' ¢

= {Notera att basvektorn é, beror pa variablerna 8 och ¢, sa vi maste integrera pa samma satt som i
Avsnitt 3.4 och vi maste uttrycka é, med kartesiska basvektorer enligt (3.13)} =

7l22x
S [ [ (sin@'cosp'é, +sin0'sing'é, +cos0'é, )sin0'de'do" =
Arey o %
o 7l22x
=——1 II(SinZH'COSgo'éX+Sin249'Sin(p'éy+Sint9'C036?'éZ)d(p'd9':
Arey o %
o 7l227m o 7227
=——048 sin@'cosp'dp'do'——2-8 sin*@'sing'de'do'—
Are, X I j ¢ o¢ Are y J. j ¢ 4o
0 0 0 0 0 0
-0 -0
o 7l22x
+— éZI J'siné?'cose'dgo'dé?':
drey, "5 %
o wl2 o Coszg 7l2 o
=——°éz_[sin0'cose'd9':— 28 |- =——0¢
2(C"O 0 280 2 0 480

Ovning A.12.

Ytan ar en halvsfar, sa vi kan anvanda ett sfariskt koordinatsystem. For att berdkna elektriska faltet kan

vi anvinda féljande uttryck fran Ovning A.8,

E(T):41 (T—_F )_O'ZdS .
mey s [T

Vi behdver nu ta fram uttryck for dS’, 7 och 7'. Har &r dS ar ett infinitesimalt ytelement, s med (3.9)
far vi
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dS'=Rde'dz’
Vi maste berékna faltet i origo, sa

r=0

| ett cylindriskt koordinatsystem kan en punkt pa ytan S beskrivas med ortsvektorn

r'=Ré +z'¢

Darmed fas

[ A ]

=
I
|
Py}
D;
|
N

r —

Nu kan vi berdkna integralen:

= =1 ] 37/2 A 1A
E(r)=—L (oo on ¢ RE 228 by
! I = P4 J. 2, L2\ B
meys [P -T) & 2L 712 (R +1 )
o, L 37/2 é o, L 37z/2 7 Iéz

Re, e
=-— L Rdg'dz'-

12

GORZ L 37/2 épd¢l 7

32
Are, ° 0o (R2 + Z'Z)

Rdg'dz' =

o,R L
_- d-ORor [ & g
4re, i

eZ
Arey . 30n (R2+Z'2)3/2 (R2+Z'2)3/2

(integranden ér_en udda funktion avz)

2 L
:_GOR (_ZAX)'[ ) : 312 dz'=
4ne, —L( +z' )
L
o,R* . z' o, L

X
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