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Kapitel 1 

 

Övning 1.1.  

Vektorn 𝑣̅ = 𝑎𝑒̂𝑥 + 𝑏𝑒̂𝑦 + 𝑐𝑒̂𝑧 har x-komponent a, y-komponent b och z-komponent c. Vi kan alltså 

skriva 𝑣̅ = (𝑎, 𝑏, 𝑐)  

(a) ˆ2 (0,2,0)yv e v=  =  

(b) ˆ ˆ3 2 (3,0,2)x zv e e v= +  =  

(c) ˆ ˆ4 2 (0,4,2)y zv e e v= +  =  

(d) ˆ ˆ ˆsin cos (sin ,1,cos )x z yv e e e v   = + +  =  

(e) ˆ ˆcos 2sin (cos ,0,2sin )x zv e e v   = +  =  

(f) ˆ ˆcos sin ( sin , cos ,0)y xv r e r e v r r   = +  =  

Övning 1.2.  

Absolutvärdet av en vektor kan beräknas med (1.2). Vi har 

(a) 
2 2 2ˆ2 0 2 0 2yv e v=  = + + =  

 

(b) 
2 2 2ˆ ˆ3 2 3 0 2 13x zv e e v= +  = + + =  

 

 

(c) 
2 2 2ˆ ˆ4 2 0 4 2 20y zv e e v= +  = + + =  

 

(d) 
2 2 2ˆ ˆ ˆsin cos sin 1 cos 1 1 2x z yv e e e v   = + +  = + + = + =  

 

 

(e) 
( ) ( )

2 22 2 2 2

ˆ ˆcos 2sin

cos 0 2sin cos 4sin 1 3sin

x zv e e

v

 

    

= +

 = + + = + = +
 

 

(f) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2ˆ ˆcos sin sin cos 0 sin cosy xv r e r e v r r r r     = +  = + + = + =

 

Övning 1.3.  

Enhetsvektorn 𝑣 kan beräknas med (1.2); 𝑣 = 𝑣̅/|𝑣̅|. 

Vi har 

(a) ˆ ˆ ˆ2 /y yv e v v v e=  = =  
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(b) 
ˆ ˆ3 2

ˆ ˆ ˆ3 2 /
13

x z
x z

e e
v e e v v v

+
= +  = =  

(c) 
( )ˆ ˆ2 2ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 2

ˆ ˆ ˆ4 2 /
20 2 5 5

y zy z y z

y z

e ee e e e
v e e v v v

++ +
= +  = = = =  

(d) 
ˆ ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos
2

x z y

x z y

e e e
v e e e v

 
 

+ +
= + +  =  

(e) 
2

ˆ ˆcos 2sin
ˆ ˆ ˆcos 2sin

1 3sin

x z
x z

e e
v e e v

 
 



+
= +  =

+
 

(f) 
ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin
y x

y x y x

r e r e
v r e r e v e e

r

 
   

+
= +  = = +  

Övning 1.4.  

(a) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 x y x x ya v w e e e e e= + = + − = +  

(b) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3x y x x yb v w e e e e e= − = − + = −  

(c) 
( )ˆ ˆ ˆ2

arccos arccos
4 2

x y xe e ev w

v w


  − 
 = = =       

2 1 3
arccos = arccos

42 2 2

−   
= − = −   

   
 

Övning 1.5.  

(a) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3 3z z y z ya v w e e e e e= + = + + = +  

(b) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 3z z y z yb v w e e e e e= − = − − = −  

(c) 
( )ˆ ˆ ˆ2 3

arccos arccos
4 10

z z ye e ev w

v w


  + 
 = = =       

 

2 1
arccos =arccos

2 10 10

   
=    

   
 

Övning 1.6.  

(a) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin 1x y y x ya v w e e e e e       = + = + + = + +  

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = 𝜋/2 vi har ˆ2 ya e=  

(b) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin 1x y y x yb v w e e e e e       = − = + − = + −  

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = 𝜋/2 vi har 0b =  

(c) 
( )

( )
ˆ ˆ ˆcos sin

arccos arccos arccos sin
x y ye e ev w

v w

   
 



 +  
 = = =       

 

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = 𝜋/2 har vi  
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( )arccos sin arccos 1 0
2




 
= = = 

 
 

 

Övning 1.7.  

(a) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin 1x y y x ya v w e e e e e       = + = + + = + +  

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = −𝜋 har vi ˆ ˆ
x ya e e= − +  

(b) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin 1x y y x yb v w e e e e e       = − = + − = + −  

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = −𝜋 har vi ˆ ˆ
x yb e e= − −  

(c) 
( )

( )
ˆ ˆ ˆcos sin

arccos arccos arccos sin
x y ye e ev w

v w

   
 



 +  
 = = =       

 

med 𝜌 = 1 och 𝜑 = −𝜋 har vi 

( )( ) ( )arccos sin arccos 0
2


 = − = =  

 

Övning 1.8.  

(a) ( )
1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1x x y x x y x x x ya e b e e a b e e e e e e e

= =

= = +   =  + =  +  =  

(b) ˆ ˆ ˆ ˆ, 3 2 2z x y za e b e e e= = + − 

( )
10 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 2 3 2 2 2z x y z z x z y z za b e e e e e e e e e e

== =

  =  + − =  +  −  = −  

(c) ˆ ˆ ˆ ˆ,x y y za e e b e e= + = + 

( ) ( )
00 1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1x y y z x y x z y y y za b e e e e e e e e e e e e

== = =

  = +  + =  +  +  +  =  

(d) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,x z y z ya e e e b e e= + − = −   

( ) ( )

10 0 0 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 3

x z y z y

x z x y z z z y y z y y

a b e e e e e

e e e e e e e e e e e e

== = = = =

  = + −  − =

=  −  +  −  −  +  =  

(e) ˆ ˆ ˆcos sin ,x y xa e e b e   = + =   

( )
1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin cosx y x x x y ya b e e e e e e e         

= =

  = +  =  +  =  
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(f) ˆ ˆ ˆ ˆcos sin , sin cosx y x ya e e b e e       = + = − + 

( ) ( )
2 2 2 2 2

1 0 0

2

1

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆcos sin

cos sin cos sin 0

x y x y

x x x y y x

y y

a b e e e e

e e e e e e

e e

       

      

  

     

= = =

=

  = +  − + =

= −  +  −  +

+  =

= − + =

 

 

(g) Vektorerna i (f) är vinkelräta därför att skalärprodukten är noll. 

 

 

Övning 1.9.  

Projektionen av vektorn 𝑎̅ längs riktningen av vektorn 𝑏̅ kan beräknas med (1.9); b

a b
a

b


=  

(a) 
( )ˆ ˆ ˆ2 0

ˆ ˆ ˆ2 , 0
ˆ 1

x y z

x y z b

z

e e ea b
a e e b e a

eb

+ 
= + =  = = = =  

 

(b) 
( )ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ ˆ, 1
ˆ 1

x z x

x z x b

x

e e ea b
a e e b e a

eb

+ 
= + =  = = = =  

(c) ˆ ˆ ˆ ˆ,x y y za e e b e e= + = + 

( ) ( )
0 0 01

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1

ˆ ˆ 21 1

x y y z x y x z y y y z

b

y z

e e e e e e e e e e e ea b
a

e eb

= = ==

+  +  +  +  + 
 = = = =

+ +
 

(d) ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 ,x z y ya e e e b e= + − = 

( )
0 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2
1

1ˆ

x z y y x y z y y y

b

y

e e e e e e e e e ea b
a

eb

= = =

+ −   +  − 
 = = = = −  

(e) ˆ ˆ ˆcos sin ,x z za e e b e = + = 

( )
0 1

ˆ ˆ ˆcos sin ˆ ˆ ˆ ˆcos sin
sin

ˆ 1

x z z x z z z
b

z

e e e e e e ea b
a

eb

   


= =

+   + 
 = = = =  
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(f) ˆ ˆ ˆ ˆcos sin ,x y x ya e e b e e   = + = + 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ

x y x y

b

x y

e e e ea b
a

e eb

   +  +
 = = =

+

0 01 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos cos sin sin

2

cos sin

2

x x x y y x y ye e e e e e e e       

 


= == =

 +  +  + 
= =

+
=

 

(g) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 ,z x y y za e e e b e e= + + = − 

( ) ( )

( )
22

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 2 1 1

ˆ ˆ 21 1

z x y y z

b

y z

e e e e ea b
a

e eb

+ +  − −
 = = = =

− + −

 

 

(h) 
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ4 2 ,
2

y z

z x y

e e
a e e e b

−
= + + = 

( )

2 2

ˆ ˆ 2 1ˆ ˆ ˆ4 2
12 2

ˆ ˆ 21 1
2 2 2

y z

z x y

b

y z

e e
e e e

a b
a

e eb

−  −+ +  
   = = = =

−
   

+ −   
   

 

 

(i) Eftersom 𝑒̂𝑦 − 𝑒̂𝑧 och  
𝑒̂𝑦−𝑒̂𝑧

√2
 har samma riktning. 

 

Övning 1.10.  

Avståndet mellan två punkter P och Q kan beräknas med cosinussatsen, Avsnitt (1.4);  

 ( ) ( )' 'L r r r r= −  −  .  

Vi får 

(a) ˆ ˆ ˆ ˆ' x y x yr r e e e e− = − − = −  

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ' ' 1y yL r r r r e e= −  − = −  − =  

 

(b) ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' 2x y z x y y zr r e e e e e e e− = + + − + = +

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ' ' 2 2 5y z y zL r r r r e e e e= −  − = +  + =  

 

 

(c) Vinkeln  mellan 𝑟̅ och 𝑟̅′ är 𝜋/4. Med cosinussatsen fås 

2 2
' 2 ' cosL r r r r = + −  
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1

' 2

/ 2

r

r

 

=

=

=

 

Så, 

2 21 2 2 1 2cos 5 2 2
4

L


= + −   = −  

 

 

 

Övning 1.11.  

Kryssprodukten kan beräknas med (1.12). Det är dock ofta enklare att använda (1.13). 

(a) ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

y z

x z y x z y x z x y z y

e e

a e b e e a b e e e e e e e e e

=−

= = +   =  + =  +  = −  

(b) ( )
ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,

yx

z y x z y x z y z x x y

ee

a e b e e a b e e e e e e e e e

=−

= = −   =  − =  −  = − −  

(c) ˆ ˆ ˆ ˆ, 2x y y za e e b e e= + = −

( ) ( )

ˆˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2

=−= ==

  = +  − =

=  −  +  −  = + −

yz x

x y y z

x y x z y y y z z y x

ee e

a b e e e e

e e e e e e e e e e e  

 

(d) ˆ ˆ ˆ ˆ,x z y ya e e e b e= + + =

( )
ˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

z x

x z y y x y z y y y z x

e e

a b e e e e e e e e e e e e

= − =

  = + +  =  +  +  = −  

(e) ˆ ˆ ˆ ˆ2 , 3x y y za e e b e e= − = −

( ) ( )

ˆˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 6 3 6

yz x

x y y z

x y x z y y y z z y x

ee e

a b e e e e

e e e e e e e e e e e

−= ==

  = −  − =

=  −  −  +  = + +  

(f) ˆ ˆ ˆcos sin ,x y za e e b e   = + =

( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos

   

       

=− =

  = +  =

=  +  = −

y x

x y z

x z y z x y

e e

a b e e e

e e e e e e  

 

(g) ˆ ˆ ˆsin cos ,x y za e e b e   = − + =  

( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos cos sin

   

       

=− =

  = − +  =

= −  +  = +

y x

x y z

x z y z x y

e e

a b e e e

e e e e e e
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(h) ˆ ˆ ˆ ˆcos sin , sin cosx y x ya e e b e e       = + = − +

( ) ( )

( )

2 2 2

0 ˆ

2 2 2

ˆ 0

2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos

ˆ ˆ ˆ ˆsin sin cos

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin

z

z

x y x y

x x x y

e

y x y y

e

z z z z

a b e e e e

e e e e

e e e e

e e e e

       

    

    

       

= =

=− =

  = +  − + =

= −  +  −

+  +  =

= + = + =

 

Övning 1.12.  

Riktningen 𝑑̅ är inte normerad. Vi får 𝑣̅ = |𝑣̅|  𝑑̅/|𝑑̅|. 

 

3 /v m s=  

2 2 2ˆ ˆ ˆ2 2 1 2 2 9 3x y zd e e e d= + +  = + + = =  

ˆ ˆ ˆ2 2
ˆ

3

x y ze e ed
d

d

+ +
= =  

( )
ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ ˆ3 2 2 /
3

x y z

x y z

e e ed
v v e e e m s

d

+ +
= = = + +  

 

( ) ( )

( )
ˆ ˆ 00 ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 4 2 4 4 2 /

y yz x

x y z x z

x x x z y x y z z x z z x z

e ee e

v B e e e e e

e e e e e e e e e e e e e e Tm s

== =− =−

 = + +  + =

=  +  +  +  +  +  = −  

 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 5 2x y x z x y zF q E v B e e e e e e e e e N= +  = − − + − = − − −  

 

 

Övning 1.13.  

Riktningen 𝑑̅ är inte normerad. Vi får 𝑙 ̅ = 𝑙𝑑̅/|𝑑̅|. 

 

( )
2 2

2 ˆ ˆ
ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ 1 1 2 2

x z
x z

x z

l m e ed
l l e e m

d e e d d

=  +
 = = = +

= +  = + = 

 

 

( ) ( )

( )

ˆ0 ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ2

yz x

x z x y x x x y z x z y

ee e

x y z

l B e e e e e e e e e e e e

e e e Tm

= == −

 = +  − =  −  +  −  =

= + −

 

( )ˆ ˆ ˆ2 x y zF e e e N= + −  
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Kapitel 2 

 

Övning 2.1.  

(a) 2 2ˆ ˆ ˆ= + +x y zv z e yxe zx e

( )2 2 2 2

0 2

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2

= = =

+ +
= = + + = +

x y z

x y z y z

y xz

d z e yxe zx edv dz dyx dzx
e e e ye xze

dx dx dx dx dx
 

 

(b) ˆ ˆ ˆcos sin  = + +x y zv e e e  

( )

1sin cos

ˆ ˆ ˆcos sin cos sin
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆsin cos

 

     

    

 

==− =

+ +
= = + + =

= − + +

x y z

x y z

x y z

d e e edv d d d
e e e

d d d d d

e e e

 

(c)  ( )2 3 2ˆ ˆ ˆ2 4 cos= + + −x y zr t e te t t e  

( )( )

( )( )
( )

( )( )

( ) ( )
( )

2 3 2

3 2
2

2

2
2

2

2

ˆ ˆ ˆ2 4 cos

4 cos2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 12 8 cos

ˆ ˆ ˆ2 2 12 8 cos

12 82 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos 2 24 8 cos








 

+ + −
= =

−
= + + = + + −

+ + −
= =

−
= + + = + −

x y z

x y z x y z

x y z

x y z x z

d t e te t t edr

dt dt

d t tdt d t
e e e te e t t e

dt dt dt

d te e t t ed r

dt dt

d t td t d
e e e e t e

dt dt dt

 

 

Övning 2.2. 

 

ˆ ˆ     med    cos ,   sin

ˆ ˆcos sin

x y

x y

r xe ye x y

r e e

   

   

= + = =

= +
 

(a) 
( )

1 0

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ=

x y

x y x

d xe yedr dx dy
e e e

dx dx dx dx
= =

+
= + =  

 



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 9 

 

(b) 
( ) ( ) ( )ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆ
x y

x y

d e e d ddr
e e

d d d d

       

   

+
= = + =

ˆ ˆsin cosx ye e   = − +  

 

(c) 
( ) ( ) ( )ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin
x y

x y x y

d e e d ddr
e e e e

d d d d

       
 

   

+
= = + = +  

 

(d) 
( )ˆ ˆcos sin

0
x yd e edr

dz dz

   +
= =  

 

Övning 2.3.  

 

ˆ ˆ     med    sin ,   cos

ˆ ˆsin cos

x y

x y

r xe ye x y

r e e

   

   

= + = − =

= − +
 

(a) 
( )ˆ ˆsin cos sin cos

ˆ ˆ
x y

x y

d e edr d d
e e

d d d d

     
 

   

− +
= = − + =

ˆ ˆcos sinx ye e   = − −  

 

(b) 
( )ˆ ˆsin cos sin cos

ˆ ˆ
x y

x y

d e edr d d
e e

d d d d

       

   

− +
= = − + =

ˆ ˆsin cosx ye e = − +  

Övning 2.4.  

 

ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ2

x y

y z

v e e

w e e

   = +

= +
 

(a) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆcos sin 2x y y zv w e e e e    = +  + =

00 1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos cos 2 sin sin

2 sin

x y x z y y y ze e e e e e e e       

 

== = =

=  +  +  +  =

=

 

( ) ( )2 sin
2 cos

d v w d

d d

 
 

 


= =  
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(b) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆcos sin 2x y y zv w e e e e    = +  + =

ˆˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos cos 2 sin sin

ˆ ˆ ˆsin cos 2 cos

       

     

=−= ==

=  +  +  +  =

= − +

yz x

x y x z y y y z

ee e

x y z

e e e e e e e e

e e e

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆsin cos 2 cos

sin cos 2 cos
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆcos sin 2 sin

     

 

     

  

     

− +
= =

= − + =

= + −

x y z

x y z

x y z

d e e ed v w

d d

d d d
e e e

d d d

e e e

 

(c) 
( ) ( )ˆ ˆ ˆsin cos 2 cos

ˆ ˆ ˆsin cos 2cos
x y z

x y z

d e e ed v w
e e e

d d

     
  

 

− +
= = − +  

 

Övning 2.4. 

ˆ ˆ
x zv ye xye= +  

(a) ( )
2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

x z x z x z x z

y xy
v dy ye xye dy ye dy xye dy e ydy e xydy e e c= + = + = + = + +       

(b) ( )  
11 1 1 1 2

1

0

0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

x z x z x z x z

x y y
v dx ye xye dx e y dx e xy dx e xy e ye e

 
= + = + = + = + 

 
     

 

Övning 2.5.  

 

ˆ ˆcos sinx yr e e   = +  

(a) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sinx y x yr d e e d e d e d

   

           = + = + =     

     
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos 1 1 2
   

 
     

= =

= =
= − = − − − =x y y ye e e e  

(b) ( ) ( ) ( )
/2 /2 /2 /2

0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sinx y x yr d e e d e d e d

   

           = + = + =     

              
/2 /2

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos 1 0 0 1x y x y x ye e e e e e

   

 
       

= =

= =
= − = − − − = +  
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(c) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sinx y x yr d e e d e d e d           = + = + =   

2 2
2 2

0 0

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin 2cos 2sin
2 2

x y x ye e e e

 

 

 
   

= =

= =

   
= + = +   

   
 

Övning 2.6.  

 

ˆ

ˆ ˆcos sin

z

x y

v e

w e e   

=

= +
 

(a) ( )ˆ ˆ ˆcos sinz x yv w e e e    =  + =     

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos

y x

z x z y x y

e e

e e e e e e       

= =−

=  +  = − +

( ) ( )

( ) ( )

   

/2 /2

0 0

/2 /2

0 0

/2 /2

0 0

ˆ ˆsin cos

ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

x y

x y

x y x y

v w d e e d

e d e d

e e e e

 

 

 

     

     

     

 = − + =

= − + =

= − − + = − +

 

   

 

(b) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cosx y z x yw v e e e e e        = +  = −

( ) ( )

( ) ( )

   

0 0

0 0

0 0

ˆ ˆsin cos

ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ ˆcos sin 2

 

 

 

     

     

    

 = − =

= + − =

= − − =

 

 

x y

x y

x y x

w v d e e d

e d e d

e e e
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Kapitel 3 

 

CYLINDRISKT KOORDINATSYSTEM 

Övning 3.1.  

Se Figur L1. 

 

Figur L1. övningar 3.2 och 3.2 

 

Övning 3.2.  

Se Figur L1. För att beräkna  𝑒̂𝜌+ 𝑒̂𝜑 kan vi övergå till ett kartesiskt koordinatsystem: 

( ) ( )
ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos
ˆ ˆ ˆsin cos

x y

x y

x y

e e e
e e e e

e e e



 



 
   

 

= + 
 + = − + +

= − + 

 

Vi måste därefter beräkna vinkeln 𝜑 i varje punkt.  

I punkten  x = 1, y = 1, z = 0 har vi 𝜑 = 𝜋/4. Därmed fås  

0 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos 2
4 4 4 4

x y ye e e e e 

   

= =

   
+ = − + + =   

   
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I punkten   x = -1, y = 0, z = 0  har vi 𝜑 = 𝜋. Därmed fås 

( ) ( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cosx y x ye e e e e e     

=− =−

+ = − + + = − −  

I punkten  x = 1, y = -1, z = 0  har vi 𝜑 = −𝜋/4. Därmed fås 

2 /2 ( 2 /2) 2 2 /2 2 /2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos 2
4 4 4 4

x y xe e e e e 

   

= − − = =− + =

          
+ = − − − + − + − =          

          
 

Övning 3.3.  

(a) ( )ˆ 0,0,1zv e=   

(b) ( )ˆ2 2,0,0v e=   

(c) ( )ˆcos 0,cos ,0v e =   

(d) ( )ˆ ˆ ˆsin 2 sin , 1,2zv e e e  = + −  −  

(e) ( )ˆ ˆ2 ,2 ,0v e e    = +   

Övning 3.4.  

Basvektorerna i ett cylindriskt koordinatsystem är ortonormerade, så vi kan beräkna skalärprodukten 

och kryssprodukten utifrån deras komponenter med användning av liknande regler som för kartesiska 

koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3. 

Vi kan också bestämma komponenterna och beräkna produkter med (3.23) och (3.25). 

(a) ( )
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0z ze e e e e e e    

= =

 + =  +  =  

 

(b) ( ) ( )
0 1 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 6 2 3 2z z ze e e e e e e e e e e e        

= = = =

+  + =  +  +  +  =  

 

(c) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2z ze e e e e e   − +  + − =

11 0 0 0 1 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 4 2 2 2 2 2z z z z z ze e e e e e e e e e e e e e e e e e           

== = = = = = = =

=  +  −  −  −  +  +  +  −  = −  

 

Om vi alternativt använder komponenterna kan vi skriva 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2, 1,1 1,2, 2 2 1 1 2 1 ( 2) 2z ze e e e e e   − +  + − = −  − =  −  +  − = −  

 

(d) ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

z

z z z

e e

e e e e e e e e e



     

= =−

 + =  +  = −  
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(e) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ2 3ze e e e  +  + =  

ˆˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ6 2 3 3 6

z

z z z

ee e

e e e e e e e e e e e

 

       

=−= = =

=  +  +  +  = − + +  

(f) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2z ze e e e e e   − +  + − =

( )

ˆ ˆ ˆ0 0

0ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 4 4 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 5

z z

z

e e e

z z z z z z

e ee

e e e e e e e e e e

e e e e e e e e e e



 

        

   

= = =− =− =

== =−=

=  +  −  −  −  +

+  +  +  −  = +
 

Om vi alternativt använder komponenterna kan vi skriva

 
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 1 1 (2 2) (1 4) (4 1) 5

1 2 2

z

z z z z

e e e

e e e e e e e e e e e

 

      − +  + − = − = − + + + + = +

−

 

Övning 3.5.  

Vi kan integrera differentialelementen som definieras i 3.9 med användning av lämpliga integrations-

gränser.  

 

 

 
( )

( )

/8 /8 /8

00 0

/8 /8

00 0

222
/8 /8

00

22
/8

0 0

8

8

8 8 2 16

16

h

R
R R R

z
R c R c R c

R c

h R

R c

R
l dl Rd R

hR
S Rd dz hR

R R c
S d d d d

R R c
V d d dz h

  



 



 




 


 

  
        

   

− − −
−

−

= = = =

= = =

− − 
= = = = = 

 

− −
= =

 

 

   

  

 

Övning 3.6.  

(a) Basvektorn 𝑒̂𝜌 beror inte av z-variabeln, så kan vi flytta 𝑒̂𝜌 utanför integralen: 

11 1 2

0 0 0

1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2

z
z e dz e zdz e e      

 
= = = 

 
   

 

(b) Basvektorn 𝑒̂𝜌 beror på -variabeln, så vi kan inte flytta 𝑒̂𝜌 utanför integralen. Vi uttrycker nu 

𝑒̂𝜌 med kartesiska basvektorer. Med uttrycket (3.5) fås 

ˆ ˆ ˆcos sinx ye e e  = +  
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( ) ( )

   

0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin

ˆ ˆ ˆsin cos 2

x y x y

x y x y

x y y

z e d z e e d z e e d

z e d z e d z e d z e d

z e z e z e

  



   

 

         

           

    

= =

= + = + =

= + = + =

= + − =

  

     

 

(c) Basvektorn 𝑒̂𝜑 beror inte på -variabeln, så vi kan flytta 𝑒̂𝜑 utanför integralen: 
11 1 2

0 0 0

1
ˆ ˆ ˆ ˆcos cos cos cos

2 2
e d e d e e   


       

 
= = = 

 
   

 

(d) Basvektorn 𝑒̂𝜑  beror på -variabeln så vi kan inte flytta 𝑒̂𝜑 utanför integralen, men vi kan 

uttrycka 𝑒̂𝜑 med kartesiska basvektorer. Med uttrycket (3.5) kan vi då skriva 

ˆ ˆ ˆsin cosx ye e e  = − +  

( )

( )

0 0

2

0

2

0 0

2

00

/20

ˆ ˆ ˆcos cos sin cos

ˆ ˆcos sin cos

ˆ ˆcos sin cos

cos sin 2
ˆ ˆ ˆ

2 2 4 2

 





 

 



       

    

      

   
  

==

= − + =

= − + =

= − + =

   
= + + =   

  

 



 

x y

x y

x y

x y y

e d e e d

e e d

e d e d

e e e

 

 

 

Övning 3.7.  

Se Figur L2. Notera att i punkten  x = -1, y = 1, z= 0 och i punkten x = 0, y = -1, z = 0 ligger 

basvektorerna 𝑒̂𝑟 och 𝑒̂𝜑 i xy-planet. 
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Figur L2. övning 3.7 

Om vi vill beräkna 𝑒̂𝑟+ 𝑒̂𝜑 i ett kartesiskt koordinatsystem måste vi uttrycka 𝑒̂𝑟 och 𝑒̂𝜑 med kartesiska 

basvektorer. Om vi använder (3.13) kan vi skriva 

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos

ˆ ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin cos

r x y z

x y

r x y z x y

e e e e

e e e

e e e e e e e





    

 

      

= + +

= − +

+ = + + − +

 

Därefter beräknar vi vinklarna 𝜃 och 𝜑. 

I punkten x = -1, y = 1, z = 0 har vi 𝜃 = 𝜋/2 och 𝜑 = 3𝜋/4. Så 

1 1 02 /2 2 /2 2 /2 2 /2

3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin cos 2

2 4 2 4 2 4 4
r x y z x y xe e e e e e e e

      

= = =− −

+ = + + − + = −  

I punkten x = 0, y = 1, z= 0 har vi 𝜃 = 𝜋/2 och 𝜑 = 3𝜋/2. Så   

1 1 00 1 1 0

3 3 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin cos

2 2 2 2 2 2 2
r x y z x y x ye e e e e e e e e

      

= = == =− =−

+ = + + − + = −  

 

Övning 3.8.  

Se Figur L3. Notera att i punkten x = 0, y = 1, z = 1 och i punkten x = 0, y = -1, z = -1 ligger 

basvektorerna 𝑒̂𝑟 och 𝑒̂𝜃 i yz-planet. 



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 17 

 

 

Figur L3. övning 3.8 

Om vi vill beräkna 𝑒̂𝑟+ 𝑒̂𝜃 i ett kartesiskt koordinatsystem måste vi uttrycka 𝑒̂𝑟 och 𝑒̂𝜃 med kartesiska 

basvektorer. Om vi använder uttrycket (3.13) kan vi skriva 

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos

ˆ ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos cos cos sin sin cos sin cos sin

r x y z

x y z

r x y z

e e e e

e e e e

e e e e e





    

    

         

= + +

= + −

+ = + + + + −

 

Därefter måste vi beräkna vinklarna 𝜃 och 𝜑. 

I punkten  x = 0, y = 1, z = 1 har vi 𝜃 = 𝜋/4 och 𝜑 = 𝜋/2. Så,    

0

02

ˆ ˆ ˆsin cos cos cos
4 2 4 2

ˆ ˆ ˆsin sin cos sin cos sin 2
4 2 4 2 4 4

r x

y z y

e e e

e e e



   

     

=

==

 
+ = + + 

 

   
+ + + − =   

   

 

I punkten  x = 0, y = -1, z = -1 har vi 𝜃 = 3𝜋/4 och 𝜑 = 3𝜋/2. Så   

0

0 2

3 3 3 3
ˆ ˆ ˆsin cos cos cos

4 2 4 2

3 3 3 3 3 3
ˆ ˆ ˆsin sin cos sin cos sin 2

4 2 4 2 4 4

r x

y z z

e e e

e e e



   

     

=

= =−

 
+ = + + 

 

   
+ + + − = −   

   
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Övning 3.9.  

(a) ( )ˆ 1,0,0rv e=   

(b) ( )ˆ2 0,0,2v e=   

(c) ( )ˆcos 0,cos ,0v e =   

(d) ( )ˆ ˆ ˆ2 2 2, 1,2rv e e e = + −  −  

(e) ( )ˆ ˆcos ,0, cosrv re r e r r = +   

Övning 3.10.  

Basvektorerna i ett sfäriskt koordinatsystem är ortonormerade, så vi kan beräkna skalärprodukten och 

kryssprodukten utifrån deras komponenter med användning av liknande regler som för kartesiska 

koordinatsystem. Se Avsnitt 3.3. 

(a) ( )
0 1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 1r re e e e e e e e e e       

= = =

 + + =  +  +  =  

Eller, om vi använder komponenterna: ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 0,0,1 2,2,1 1re e e e   + + =  =  

 

(b)  ( ) ( )
0 10 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 2 3 6 2 4 2r r re e e e e e e e e e e e        

= == =

+  + =  +  +  +  =  

Eller, om vi använder komponenterna: ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 2 3,2,0 0,1,2 2re e e e  +  + =  =  

(c)  ( )
10 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 cos cosr r r r r re e e r e e e e e r e e r     
== =

 + − =  +  −  = −  

Eller, om vi använder komponenterna: 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 1,0,0 cos ,1,2 cosr re e e r e r r     + − =  − = −  

 

 

(d)  ( )
1 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin sinr re e e e e e e          

= =

 + =  +  =  

Eller, om vi använder komponenterna: 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆsin cos sin 0,0,1 cos sin ,0,sin sinre e e        + =  =  
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(e) ( )
ˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2 2

r

r r r

e e

e e e e e e e e e e e e



        

= = =−

 + + =  +  +  = − +  

Eller, om vi använder komponenterna:

( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 0 0 1 (0 2) (2 0) (0 0) 2 2

2 2 1

r

r r r

e e e

e e e e e e e e e

 

      + + = = − + − + − = − +  

 

(f) ( ) ( )
ˆ ˆ 0 ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 2 3 6 2 4 4 6 3

r

r r r r

e e e

e e e e e e e e e e e e e e e

 

          

= ==−

+  + =  +  +  +  = − +  

Eller, om vi använder komponenterna:

( ) ( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 2 2 3 2 0 (4 0) (0 6) (3 0) 4 6 3

0 1 2

r

r r r

e e e

e e e e e e e e e e

 

      +  + = = − + − + − = − +  

 

(g)  ( )
ˆ 0ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 cos 2r r r r r r

e e

e e e e e e e e e e e e

 

      
== =−

 + − =  +  −  = − +  

Eller, om vi använder komponenterna:

( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 1 0 0 (0 0) (0 2) (1 0) 2

cos 1 2

r

r r r

e e e

e e e e e e e e e

 

     



 + − = = − + − + − = − +

−

 

 

(h)   ( )
ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin cos sinr r

e

e e e e e e e e



            

==

 + =  +  =  

Eller, om vi använder komponenterna:

( )
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆsin cos sin 0 0 1

cos sin 0 sin

ˆ ˆ ˆ ˆ(0 0) (cos sin 0) (0 0) cos sin

r

r

r

e e e

e e e

e e e e

 

 

  

  

  

   

 + = =

= − + − + − =

 

 

Övning 3.11. Vi kan integrera differentialelementen som definieras i 3.15. Lämpliga integrations-

gränser måste väljas. 
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0

0

/8

8

R
l Rd

 








+

= =  

/10

0
0

0

sin
sin

10

R
l R d





 
 = =  

Vi noterar att längden 𝑙𝜑 beror av vinkeln 𝜃0. Om vi betraktar volymen vid toppen av sfären (det vill 

säga för 𝜃0 → 0),  ser vi att 𝑙𝜑 krymper mot 0. 

  ( )( )0

0

/8 /10 2 2
/82

0 0

0 0

sin cos cos cos / 8
10 10

r

R R
S R d d

 
 



 
      

+
= = − = − +   

( )( )
( )0

0

3/8 3/10

2

0 0

0

sin cos cos / 8
10 3

R

R d

R R d
V r d d dr

  




     

+

−

− −
= = − +    

 

Övning 3.12.  

(a) Basvektorn 𝑒̂𝑟 beror inte av r-variabeln, så vi kan flytta 𝑒̂𝑟 utanför integralen: 

11 1 2

0 0 0

ˆ
ˆ ˆ ˆ

2 2

r
r r r

er
re dr e rdr e

 
= = = 

 
   

 

(b) Basvektorn 𝑒̂𝑟 beror på -variabeln, så vi kan inte flytta 𝑒̂𝑟 utanför integralen. Men vi kan 

uttrycka 𝑒̂𝑟 med kartesiska basvektorer. Med (3.14) fås 

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cosr x y ze e e e    = + +  

( )

     

0 0

0 0 0

0 0 0

2 2 0

ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos

ˆ ˆ ˆcos sin sin sin cos

ˆ ˆ ˆcos cos sin cos sin

ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin 2 cos sin

r x y z

x y z

x y z

x y x

re d r e e e d

r e d r e d re d

r e r e re

r e r e r e

 

  

  

      

       

    

   

= = =

= + + =

= + + =

= − + − + =

= + = +

 

  

( )ye

 

Med 𝜑 = 𝜋/2 fås 

( )
/2

0

ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos sin 2r x y yre d r e e re



 
  

=
= + =  



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 21 

 

 

Övning 3.13.  

Se Figur L4. För att beräkna 𝑒̂𝜌+ 𝑒̂𝑥 kan vi uttrycka 𝑒̂𝜌 i ett kartesiskt koordinatsystem. 

 

Figur L4. Övning 3.13 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos 1 sinx y x x ye e e e e e e    = +  + = + +  

Sedan beräknar vi vinkeln 𝜑 i varje punkt: 

I x = 1, y = 1, z = 0 har vi 𝜑 = 𝜋/4. Så  

2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos 1 sin

4 4 2 2
x x y x ye e e e e e

  + 
+ = + + = + 

 
 

I punkten  x = -1, y = 0, z = 0 har vi 𝜑 = 𝜋. Så    

( )
0

0

ˆ ˆ ˆ ˆcos 1 sin 0x x ye e e e  
=

=

+ = + + =  

Övning 3.14.  

(a) Skalärprodukten av en vektor 𝑣̅ med 𝑒̂𝑥 är 𝑣̅-komponenten längs x-axeln; 𝑣𝑥. Så vi måste skriva 

x-komponenten av 𝑒̂𝜌. Från (3.5) fås 𝑒̂𝜌 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑒̂𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑒̂𝑦. Alltså blir x-komponenten 𝑐𝑜𝑠𝜑. 

Med formler: 

 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cosx x y xe e e e e    = +  =  

Men 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑥/√𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥/𝜌, så vi kan också skriva 

ˆ ˆ
x

x
e e


 =  
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(b) Skalärprodukten av en vektor 𝑣̅ med 𝑒̂𝑦 är 𝑣̅ -komponenten längs y-axeln, 𝑣𝑦; Så vi måste 

uttrycka y-komponenten av 𝑒̂𝜑. Från (3.5) fås 𝑒̂𝜑 = −𝑠𝑖𝑛𝜑𝑒̂𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑒̂𝑦. Alltså blir y-

komponenten 𝑐𝑜𝑠𝜑. Med formler: 

 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos cosy x y y

x
e e e e e   


 = − +  = =  

 

(c) Först måste vi utveckla skalärprodukten. 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2x z x z x ze e e e e e e e e e e e     +  + =  +  +  +   

Sedan kan vi använda samma logik som i Övningarna 3.12(a) och 3.12(b) för att beräkna varje 

skalärprodukt. 

ˆ ˆ
x

x
e e


 =  

ˆ ˆ 0ze e  =    (𝑒̂𝜌 och 𝑒̂𝑧 är vinkelräta) 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sinx x y x

y
e e e e e   


 = − +  = − = −  

ˆ ˆ 0ze e  =    (𝑒̂𝜑 och 𝑒̂𝑧 är vinkelräta) 

Resultatet blir 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ2x z

x y x y
e e e e 

  

−
+  + = − =  

 

(d) Basvektorerna 𝑒̂𝜌 och 𝑒̂𝑥 ligger i xy-planet. Så deras kryssprodukt är riktad längs z-axeln. 

Absolutvärdet av kryssprodukten beror på vinkeln mellan 𝑒̂𝜌 och 𝑒̂𝑥. Vi skriver 

( )
0 ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin sin

z

x x y x x x y x z

e

e e e e e e e e e e     

= =−

 = +  =  +  = −  

 

(e) Basvektorerna 𝑒̂𝜑 och 𝑒̂𝑦 ligger i xy-planet. Så deras kryssprodukt är riktad längs z-axeln. 

Absolutvärdet av kryssprodukten beror på vinkeln mellan 𝑒̂𝜑 och 𝑒̂𝑦. Vi skriver 

( )
ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin cos sin

z

y x y y x y y y z

e

e e e e e e e e e e     

= =

 = − +  = −  +  = −  

Övning 3.15.  

(a) Skalärprodukten av en vektor 𝑣̅ med 𝑒̂𝑦 är 𝑣̅ komponenten längs y-axeln; 𝑣𝑦. Så vi måste 

uttrycka y-komponenten av 𝑒̂𝑟. Vi kunde använda (3.13), men det är enklare om vi uttrycker 𝑒̂𝑟 

med x, y, z - variabler. Vi har 

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ r y z r y z

r

xe ye ze xe ye ze
e

rx y z

+ + + +
= =

+ +
 

Så, 
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ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

r y z

r y y

xe ye ze y
e e e

r r

+ +
 =  =  

 

(b) Vi kan uttrycka 𝑒̂𝑟 med x, y, z - variabler som i Övning 3.13(a). Vi har 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

r y z

z r z

xe ye ze z
e e e

r r

+ +
 =  =  

 

(c) Först kan vi utveckla skalärprodukten:  

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2r x y r x r ye e e e e e e + =  +   

Sedan kan vi använda samma logik som i Övningarna 3.13(a) och 3.13(b) 

 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

r y z

r x y

xe ye ze x
e e e

r r

+ +
 =  =  

 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

r y z

r y y

xe ye ze y
e e e

r r

+ +
 =  =  

Så 

( )
2

ˆ ˆ ˆ2 2r x y

x y x y
e e e

r r r

+
 + = + =  
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Kapitel 4 

 

Övning 4.1.  

För att rita ett skalärfält 𝜙 måste vi beräkna nyvåytor (i 3D) eller nivåkurvor (i 2D) som definieras med 

uttrycket 𝜙 = 𝑐. Vi har 

(a) z z c =  =  

𝑧 = 𝑐 är ekvationer för plan parallella med xy-planet. I 2D, se Figur L5(a). 

(b) x y x y c = +  + =  

𝑥 + 𝑦 = 𝑐 är ekvationer för plan parallella med z-axeln och med 3𝜋/4 vinkel till x-axeln. I 2D, se 

Figur L5(b). 

(c) 2 2 2 2x y x y c = +  + =  som är ekvationen för en cirkel med radie 𝑐. Se Figur 

L5(c). 

(d) ln ln lny x y x c y c x = −  − =  = + . Se Figur L5(d). 

(e) 2 2 2 2 2x y x y c y x c = −  − =  =  − . Se Figur L5(e). 

(f) 
2 2 2 2ln lnx y x ye e c x y c y c x + +=  =  + =  = − . Se Figur L5(f). 

 

Figur L5. Övning 4.1 
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Övning 4.2.  

För att rita ett vektorfält 𝑣̅ ska absolutvärdet och riktningen av fältet i varje punkt beräknas. I z = 0 

planet har vi 

(a) ˆ
yv xe=  

Absolutvärdet är |𝑣̅| = 𝑥. Längden av vektorn ökar alltså med x. Notera att för 𝑥 < 0 måste 

riktningen av 𝑣̅ vara motsatt den för 𝑥 > 0. Riktningen är 𝑒̂𝑦 (men orienteringen beror på 

tecknet för x). Se Figur L6(a).  

(b) ˆ ˆ
x yv xe ye= +  

Absolutvärdet är |𝑣̅| = √𝑥2 + 𝑦2, avståndet från punkten till origo. Riktningen är den från z-

axeln till punkten. Se Figur L6(b).  

(c) ˆv e=  

Absolutvärdet är |𝑣̅| = 𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2, avståndet från punkten till origo. Riktningen 𝑒̂𝜌 är den 

från z-axeln till punkten. Om vi byter koordinatsystem kan vi verifiera att detta fält är samma 

som fältet i Övning 5.2(b), 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 och 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑, så 

( )
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sinx y x y x y

e

v xe ye e e e e e



       = + = + = + =  

(d) ˆ ˆ
x yv ye xe= −  

Absolutvärdet är |𝑣̅| = √𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌. Absolutvärdet ökar alltså om vi drar vektorn långt från 

origo. För att dra riktningen kan vi börja med punkter på y-axeln, så att 𝑥 = 0. Vi har 𝑣̅ = 𝑦𝑒̂𝑥, 

så vektorerna är parallella till x-axeln (notera att orienteringen byts från 𝑦 > 0 till 𝑦 < 0). För 

att dra riktningen i punkter längs x-axeln sätter vi 𝑦 = 0 så 𝑣̅ = −𝑥𝑒̂𝑦; vi får vektorer som är 

parallella med y-axeln (notera att orienteringen byts från 𝑥 > 0 till 𝑥 < 0). Om vi fortsätter ser 

vi att vektorfältet roterar runt z-axeln. Se Figur L6(d). 

(e) ˆv e= −  

Om vi tar fältet i Övning 4.2(d) och byter till ett cylindriskt koordinatsystem fås 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 och 

𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑, så  

( )
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin cosx y x y x y

e

v ye xe e e e e e



       

−

= − = − = − = −  

 
Figur L6. Övning 4.2 
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Övning 4.3.  

(i) Den största fältvariationen ges av absolutvärdet av gradienten. Riktningen av gradienten är 

riktningen i vilken fältet ökar snabbast. 

(ii) Fältvariationen längs riktningen 𝑛̅ ges av riktningsderivatan 𝑑𝜙/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 ∙ 𝑛̂ (se Avsnitt 4.3). Vi 

noterar att 𝑛̂ är normerad. Vi ska alltså inte använda 𝑛̅ = 2𝑒̂𝑥 + 2𝑒̂𝑦 + 𝑒̂𝑧, utan 

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2
ˆ

32 2 1

x y z x y ze e e e e en
n

n

+ + + +
= = =

+ +
 

(iii) Vi kan beräkna vinkeln med (1.7). 

(a) 2 2x y = +  

Gradienten är 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ2 2
ˆ ˆ

2 2

x y z

x y

x y

x y x y x y
grad e e e

x y z

xe yex y
e e

x y x y x y


 +  +  +

= + + =
  

+
= + =

+ + +

 

 

(I denna övning ser vi att skalärfältet och gradienten blir enklare om vi använder ett cylindriskt 

koordinatsystem. Vi har √𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌, så fältet är 𝜙 = 𝜌. För gradienten har vi 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 

och 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑, så 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑒̂𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑒̂𝑦 = 𝑒̂𝜌. Vi ska studera hur vi kan beräkna 

gradienten direkt i ett cylindriskt koordinatsystem i Avsnitt 10.7 och Avsnitt 10.8). 

 

I punkten x = 1, y = 1, z = 1 har vi 

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ

2

x y x y

P

P

xe ye e e
grad

x y


+ +
= =

+
   (som är riktningen 𝑣̅𝑀 i vilken fältet ökar snabbast) 

Den största fältvariationen ges av absolutvärdet av gradienten; 

2 2ˆ ˆ 1 1
1

2 2

x y

P

e e
grad

+ +
= = =  

Fältvariationen längs riktningen 𝑛̅ ges av riktningsderivatan 𝑑𝜙/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 ∙ 𝑛̂; 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 4
ˆ

32 3 2

x y x y ze e e e ed
grad n

ds




+ + +
=  =  =  

Vinkeln mellan  𝑣̅𝑀 och 𝑛̅ är  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 4
arccos arccos arccos

32 3 2

x y x y zM

M

e e e e ev n

v n


+ + +   
= =  =   

  
 

 

(b) ( )ln xyz =  

Gradienten är 
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( ) ( ) ( )ln ln ln
ˆ ˆ ˆ

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z x y z

xyz xyz xyz
grad e e e

x y z

yz xz xy
e e e e e e

xyz xyz xyz x y z


  

= + + =
  

= + + = + +

 

I punkten x = 1, y = 1, z = 1 har vi 

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z x y zP

P

grad e e e e e e
x y z


 

= + + = + + 
 

   

 (som är är riktningen 𝑣̅𝑀 i vilken fältet ökar snabbast) 

Den största fältvariationen ges av absolutvärdet av gradienten; 

ˆ ˆ ˆ 3x y zP
grad e e e = + + =  

Fältvariationen längs riktningen 𝑛̅ är riktningsderivatan 𝑑𝜙/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 ∙ 𝑛̂, så 

( )
ˆ ˆ ˆ2 2 5

ˆ ˆ ˆ ˆ
3 3

x y z

x y z

e e ed
grad n e e e

ds




+ +
=  = + +  =  

Vinkeln mellan  𝑣̅𝑀 och 𝑛̅ är 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 5
acos acos acos

33 3 3

x y z x y zM

M

e e e e e ev n

v n


+ + + +   
= =  =   

    
 

(c) 2 2 2x y z −= + −  

Gradienten är 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2

3

ˆ ˆ ˆ

2
ˆ ˆ ˆ2 2

x y z

x y z

x y z x y z x y z
grad e e e

x y z

xe ye e
z



− − −

−

 + −  + −  + −
= + + =

  

= + +

 

I punkten x = 1, y = 1, z = 1 har vi 

3

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2x y z x y zP

P

grad xe ye e e e e
z


−

 
= + + = + + 

 
   (som är riktningen 𝑣̅𝑀 i vilken fältet 

ökar snabbast) 

Den största fältvariationen ges av absolutvärdet av gradienten; 

ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 3x y zP
grad e e e = + + =  

Fältvariationen längs riktningen 𝑛̅ är riktningsderivatan 𝑑𝜙/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 ∙ 𝑛̂, så 

( )
ˆ ˆ ˆ2 2 10

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2
3 3

x y z

x y z

e e ed
grad n e e e

ds




+ +
=  = + +  =  

Vinkeln mellan  𝑣̅𝑀 och 𝑛̅ är 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2 5
arccos arccos arccos

32 3 3 3

x y z x y zM

M

e e e e e ev n

v n


+ + + +   
= =  =   

  
 

 

 

 



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 28 

 

Övning 4.4.  

Laddningen ska röra sig längs riktningen av kraften 𝐹̅ = 𝑞𝐸̅, alltså längs riktningen av elektriska fältet. 

Vi behöver beräkna gradienten av elektrostatiska potentialen 𝐹̅ = −𝑞𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉. En positiv laddning ska 

röra sig i riktningen av största minskningen av elektrostatiska potentialen. Potentialen är 𝑉 = 1/𝑟, 

men vi vet inte hur man kan beräkna gradienten i ett sfäriskt koordinatsystem (se Avsnitt 10.7 och 

Avsnitt 10.9). Vi måste alltså uttrycka 𝑟 i ett kartesiskt koordinatsystem. Vi har 

 2 2 2

2 2 2

1
r x y z V

x y z
= + +  =

+ +
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

1/2 1/2 1/2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

3/2 3/2 3/2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

3/2
2 2 2

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

− − −

= =
+ +

 + +  + +  + +
= + + =

  

= − − − =
+ + + + + +

+ +
= −

+ +

x y z

x y z

x y z

gradV grad
x y z

x y z x y z x y z
e e e

x y z

x y z
e e e

x y z x y z x y z

xe ye ze

x y z

 

Nu, kan vi förenkla 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑉 om vi noterar att  

 ˆ ˆ ˆ ˆ
x y z rxe ye ze re+ + =  

så i ett sfäriskt koordinatsytem har vi 

 
2

ˆ
re

gradV
r

= −  

I ett kartesiskt koordinatsystem är kraften i punkten P (x = 1, y = -2, z = 1): 

 
( )

3/2
2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
  

6 6

x y z x y z

P

xe ye ze e e e
F q gradV q q

x y z

+ + − +
= − = =

+ +
    

I ett sfäriskt koordinatsystem är radien i punkten P (x = 1, y = -2, z = 1): 𝑟 = √12 + (−2)2 + 12 = √6, 

så kraften i P är 

 
2

ˆ
ˆ  

6

r
r

P

e q
F q gradV q e

r
= − = =   

Övning 4.5.  

Vi ska beräkna riktningsderivatan av skalärfältet h. Riktningsderivatan 𝑑ℎ/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑ℎ ∙ 𝑛̂ är 

variationen av skalärfältet h i riktningen 𝑛̂. Så vi måste hitta 𝑛̂ för att få 𝑑ℎ/𝑑𝑠 = 𝑔𝑟𝑎𝑑ℎ ∙ 𝑛̂ = −1/√2. 

För att snabbast gå ned för berget går man i gradientens motsatta riktning:   

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2
x y x y x y

x y x y

x y z x y

e e e
grad h grad e e e e e xe e

x y z

− + − + − +
− + − +  

= = + + = − +
  

 

( ) ( ) ( )
2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2x y

x y x yP P
grad h e xe e e e− += − + = − +  
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( ) ( )
1

ˆ ˆ ˆ ˆ2
2

x y

d
grad h n e e n

ds


=  = − +  = −  

Vi kan skriva skalärprodukten som 𝑛̂ = (𝑎𝑒̂𝑥 + 𝑏𝑒̂𝑦)/√𝑎2 + 𝑏2, och sedan kan vi beräkna a och b för 

att få skalärprodukten = −1/√2. Notera att vandraren här vandrar nedför berget. 

( )
2 2 2 2

ˆ ˆ 1 2 1
ˆ ˆ2

2 2

x y

x y

ae be a b
e e

a b a b

+ − +
− +  = −  = −

+ +
 

Vi får ekvationen 

2 2

2
2

a b
a b

+
− + = −  

Eftersom endast en riktning efterfrågas, kan vi sätta 𝑎 = 1 och söka 𝑏. Två lösningar fås; 𝑏 = 1 och 

𝑏 = 7. Därmed kan vandraren exempelvis välja riktningen 𝑛̂ = (𝑒̂𝑥 + 𝑒̂𝑦)/√2. 

Riktningen för att gå ned för berget snabbast är −𝑔𝑟𝑎𝑑(ℎ)|𝑃=(2𝑒̂𝑥 − 𝑒̂𝑦). 

 

Övning 4.6.  

Vi kan beräkna normalen med hjälp av Sats 4.2; 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 i punkten P är vinkelrät mot nivåytan  = c 

som passerar genom P. 

Vi kan betrakta fältet 4 2x y z = + −  (notera att 𝜙 = 0 ger ekvationen av ytan) och sedan beräkna 

  3 ˆ ˆ ˆ4 2x y zn grad x e ye e= = + −  

i punkten 𝑃: (1, 2, 5). Vi får   

 

3 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 2 4 4

ˆ ˆ ˆ4 4
ˆ

33

x y z x y zP P

x y z

P

n x e ye e e e e

e e e
n

 = + − = + − 

+ −
=

 

 

Figur L7. Geometri för Övning 4.6 
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Övning 4.7.  

 

(a) Vi kan beräkna normalen med hjälp av Sats 4.2; 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 i punkten P är vinkelrät mot nivåytan 

 = c som passerar genom P. 

  
2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z x y z
n grad e e e

a b c a b c
 = + +  = = + +    

   

 Därmed fås 

  
2 2 2

2 2 2

4 4 4

ˆ ˆ ˆ

ˆ
x y z

x y z
e e e

n a b c
n

n x y z

a b c

 
+ + 

 = =

+ +
 

 

(b) Punkter med ortsvektor 𝑟̅ i tangentplanet genom en punkt 𝑟̅0 på ytan kan man konstruera med 

hjälp av Figur L7. 

Vektorer i tangentplanet är vinkelräta emot 𝑛̂, det vill säga 

 

 ( )0
ˆ 0r r n−  =  
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Kapitel 5 

 

Övning 5.1.  

Vi kan använda Sats 5.1. Skriv alltså varje vektorfält som 𝑣̅ = 𝑣𝑥𝑒̂𝑥 + 𝑣𝑦𝑒̂𝑦 + 𝑣𝑧𝑒̂𝑧. Vi ska verifiera att 

  , ,
y yx xz z

v vv vv v

y x z y x z

   
= = =

     
 

 

(a) ˆ ˆ ˆ , ,x y z x y zv yze xze xye v yz v xz v xy= + +  = = =  

,

,

x

yx

y

y

y z

z

z

xz

x

v yz
z

vy y v

y xv xz
z

x x

v xz
x

v vz z

v xy z y
x

y y

v xy
y

vvx x

v yz x z
y

z z

  
= =    

 =
   = =

  

 
= =    

 =
   = =

  

  
= =   

 =
   = =

  

 

 Fältet kan ha en skalär potential. 

(b) ˆ ˆ ˆln ln , ,x y z x y z

x x
v ye z e ye v y v z v y

y y

 
= + + +  = = + = 

 
 

ln 1

,

1

x

yx

y

v y

y y y
vv

x
z y x

v y

x x y

  
= =  

 
 =  

 +       = =
  

 

1
,

1

y
y z

z

x
z

v y
v v

z z
z y

v y

y y

 
 +       = = 

 = 
  

= =
  
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0

ln
0

z

xz

x

v y

vvx x

v y x z

z z

  
= =   

 =
   = =

  

 

 Fältet kan ha en skalär potential. 

 

(c) ˆ 0, 0,z x y zv ye v v v y=  = = =  

0
0

,
0

0

0
0

1

x

yx

y

y

y z

z

v

vy y v

y xv

x x

v

v vz z

v y z y

y y

  
= =    

 =
   = =

  

 
= =    

 
   = =

  

 

 Fältet kan inte ha en skalär potential. 

 

(d) ˆ ˆ ˆ , ,x y z x y zv xe ye ze v x v y v z= + +  = = =  

0

,

0

x

yx

y

v x

vy y v

y xv y

x x

  
= =    

 =
   = =

  

 

0

,

0

y

y z

z

v y

v vz z

v z z y

y y

 
= =    

 =
   = =

  

 

0

0

z

xz

x

v z

vvx x

v x x z

z z

  
= =   

 =
   = =

  

 

 Fältet kan ha en skalär potential. 

(e) ˆ
rv e=  

Först måste vi byta koordinatsystem.  Med (3.19) fås 
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2 2 2

ˆ ˆ ˆ
ˆ x y z

r

xe ye ze
v e

x y z

+ +
= =

+ +
,  

Sedan kan vi använda samma metod som i tidigare Övningar. Uttrycket (5.3) gäller, så fältet kan ha en 

skalär potential. 

(f) 
2

1
ˆ

rv e
r

= −  

Först måste vi byta koordinatsystem.  Med (3.18) och (3.19) fås 

 

( )
3/22 2 2 2

ˆ ˆ ˆ1
ˆ x y z

r

xe ye ze
v e

r x y z

+ +
= − = −

+ +
,  

Sedan kan vi använda samma metod som i tidigare övningar. Uttrycket (5.3) gäller, så fältet kan ha en 

skalär potential. 

 

 

Övning 5.2.  

Vi använder samma metod som vi har beskrivit i Avsnitt 5.2. 

 

(a) ˆ ˆ ˆ , ,x y z x y zv yze xze xye v yz v xz v xy= + +  = = =  

 ( , )
x

x

v
yzdx xyz F y zx

v yz





 
= 

 = = + 
= 

  

 

Därför kan vi skriva 

 

( )

( , )
0 ( , ) ( )

( , )
( , )

yv xz
y F y z

F y z G z
F y z y

xyz F y z xz
y y y





 
= =  

 =  =
   = + = +

   

 

 

( )

( )
0 ( )

( )
( )

zv xy
G zz

G z c
G z z

xyz G z xy
z z z





 
= =  

 =  =
   = + = +

   

 

Skalära potentialen är alltså 𝜙 = 𝑥𝑦𝑧 + 𝑐. 
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(b) ˆ ˆ ˆln ln , ,x y z x y z

x x
v ye z e ye v y v z v y

y y

 
= + + +  = = + = 

 
 

  ln ln ( , )

ln

x

x

v
ydx x y F y zx

v y





 
= 

 = = + 
= 

  

 Därför kan vi skriva 

  

( )

( , )
( , ) ( )

( , )
ln ( , )

y

x
v z

y y F y z
z F y z yz G z

x F y z y
x y F y z

y y y y





 
= = +  

 =  = +
   = + = +

   

 

  

( )

( )
0 ( )

( )
ln ( )

zv y
G zz

G z c
G z z

x y yz G z y
z z z





 
= =  

 =  =
   = + + = +

   

 

 Så skalära potentialen är 𝜙 = 𝑥ln𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑐. 

 

(c)  Detta vektorfält kan inte ha en skalär potential. 

 

(d) ˆ ˆ ˆ , ,x y z x y zv xe ye ze v x v y v z= + +  = = =  

  
21

( , )
2

x

x

v
xdx x F y zx

v x





 
= 

 = = + 
= 

  

 Därför kan vi skriva  

  2

2

( , ) 1
( , ) ( )

21 ( , )
( , )

2

yv y
y F y z

y F y z y G z
yF y z

x F y z
y y y





 
= =  

 =  = +
    = + =      

 

  2

2 2

( ) 1
( )

1 1 ( ) 2
( )

2 2

zv z
z G z

z G z z c
G z z

x y G z
z z z





 
= =  

 =  = +
     = + + = 

    

 

Skalära potentialen är 𝜙 =
1

2
(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) + 𝑐. 

Vi kan notera att i ett sfäriskt koordinatsystem, se (3.18) och (3.19), kan vi skriva vektorfältet och 

potentialen som 
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r̂v re=  

21

2
 = +r c  

 

(e) ˆ
rv e=  

 Först måste vi byta koordinatsystem. Med (3.19) fås 

 
2 2 2

ˆ ˆ ˆ
ˆ x y z

r

xe ye ze
v e

x y z

+ +
= =

+ +
,  

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , )

x

x

v
x x

dx x y z F y z
x

x y zv
x y z





 
=  

 = = + + +
+ +=

+ + 

  

 Därför kan vi skriva 

 

( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , )
0 ( , ) ( )

( , )
( , )

y

y
v

y x y z F y z
F y z G z

y F y z y
x y z F y z

y y yx y z





 
= =  + + 

 =  =
   = + + + = +

  + + 

 

 

( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( )
0 ( )

( )
( )

z

z
v

z x y z G z
G z c

z G z z
x y z G z

z z zx y z





 
= =  + + 

 =  =
   = + + + = +

  + + 

 

 

Skalära potentialen är 𝜙 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑐 = 𝑟 + 𝑐. 

Så potentialen av 𝑣̅ = 𝑒̂𝑟 är 𝜙 = 𝑟 + 𝑐. 

Vi ska i Övningar i Kapitel 10 visa att det är enklare att lösa problemet om kan vi tillämpa gradienten i 

ett sfäriskt koordinatsystem. 

 

(f)  
2

1
ˆ

rv e
r

= −  

   Först måste vi byta koordinatsystem.  Med (3.18) och (3.19) fås 
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( )
3/22 2 2 2

ˆ ˆ ˆ1
ˆ x y z

r

xe ye ze
v e

r x y z

+ +
= − = −

+ +
,  

 

( )
( )

3/2 2 2 22 2 2

3/2
2 2 2

1
( , )

x

x

v
x x

dx F y zx
x y zv x y z

x y z





 
=  

 = − = +
+ += − + +

+ + 


  

Därför kan vi skriva 

( )

( )

3/2
2 2 2

3/22 2 2 2 2 2

( , )
0 ( , ) ( )

1 ( , )
( , )

y

y
v

y x y z
F y z

F y z G z
yy F y z

F y z
y y yx y z x y z





 
= = −  + +  

 =  =
     
 = + = − +

   + + + +  

 

( )

( )

3/2
2 2 2

3/22 2 2 2 2 2

( )
0 ( )

1 ( )
( )

z

z
v

z x y z
G z

G z c
zz G z

G z
z z zx y z x y z





 
= = −  + +  

 =  =
     
 = + = − +

   + + + +  

 

 

Skalära potentialen är 𝜙 = 1/√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 𝑐 = 1/𝑟 + 𝑐. 

Så vektorfältet och potentialen är 

2

1
ˆ

rv e
r

= −  

1
c

r
 = +  

Vi ska i Kapitel 10 visa i Övningar att det är enklare  att lösa problemet om kan vi använda gradienten i 

ett sfäriskt koordinatsystem.  
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Kapitel 6 

 

Övning 6.1.  

Kurvan har inte en uppenbar symmetri. Så vi kan försöka använda den enkla parametriseringen 𝑥 = 𝑢. 

Om vi byter 𝑥 = 𝑢 i ekvationerna får vi 

2 2

2

y u

z u

 = −


= −
 

I punkten P är x = 2, så vi har u = 2. I punkten Q är x = 0, så vi har u = 0. Därför är en parametrisering 

( ) ( )2ˆ ˆ ˆ( ) 2 2

: 2 0

x y zr u ue u e u e

u

 = + − + −


→

 

 

 

Övning 6.2.  

Kurvan har inte en uppenbar symmetri. Så vi kan försöka använda den enkla parametriseringen 𝑥 = 𝑢. 

Om vi byter 𝑥 = 𝑢 i ekvationerna får vi 

2 1 1/ln ln u

y u

u u z z u z e−

=


=  =  =
 

Därför är en parametrisering 

1/ˆ ˆ ˆ( ) u

x y zr u ue ue e e= + +  

 

 

Övning 6.3.  

Första ekvationen har symmetri med avseende på x-axeln. Kurvan är en cirkel med radie 2 som ligger i 

x = -3 planet, se Figur L8(a). Vi kan använda en cylindrisk parametrisering; 𝑦 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑧 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃. Vi 

definierar 𝜃 som vinkeln mellan ortsvektorn och y-axeln (se Figur L8(b)) men behåller andra 

definitioner. Om vi byter ut 𝑦 och 𝑧 i ekvationerna får vi 

 

 
2 2 2 2 2

3

3 cos sin 1 3 1 2

x

     

= −


− + + =  − + =  =
 

 

Kurvan är sluten, så 𝜃: 0 → 2𝜋 eller 𝜃: 2𝜋 → 0, det beror på kurvans orientering. Orienteringen har 

definierats som −𝑒̂𝑧 i punkten P: x = −3, y = 2, z = 0. Eftersom 𝜃 är vinkeln mellan ortsvektorn och 

y-axeln måste vi ha 𝜃: 2𝜋 → 0. En parametrisering är 
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ˆ ˆ ˆ( ) 3 2cos 2sin

: 2 0 

x y zr e e e  

 

= − + +


→
 

 

 

 
Figur L8. Geometri för Övning 6.3 

 

 

 

 

Övning 6.4.  

Ekvationen uppvisar symmetri med avseende på y-axeln. Kurvan är en cirkel med radie √2 som ligger i 

planet y = 1, se Figur L9(a). Vi kan alltså använda en cylindrisk parametrisering, 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑧 =

𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃. Definiera 𝜃 som vinkeln mellan ortsvektorn och x-axeln (se Figur L9(b); även andra definitioner 

fungerar bra). Om vi byter ut 𝑥 och 𝑧 i ekvationerna fås 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

cos sin 1 1

4 cos 4 sin 9 4 9 1 5 10

2

1

y

y

y

    

      



= + − = −

+ = −  = − +  =

 =

 =

 

Kurvan är sluten, så 𝜃: 0 → 2𝜋 eller 𝜃: 2𝜋 → 0, det beror på kurvans orientering. Orienteringen 

definieras som 𝑒̂𝑧 i punkten P: x = √2, y = 1, z = 0. Eftersom 𝜃 är vinkeln mellan ortsvektorn och x-

axeln har vi 𝜃: 0 → 2𝜋. En parametrisering är 

 
ˆ ˆ ˆ( ) 2 cos 2 sin

: 0 2  

x y zr e e e  

 

 = + +


→
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Figur L9. Geometri för Övning 6.4 

 

 

Övning 6.5.  

Om vi använder andra ekvationen (𝑥 = 𝑦) kan vi skriva första ekvationen som  

 
2

22 1
9

z
x + =  

Det är en ellips med radierna 1/√2 och 3. Så kan vi använda följande parametrisering:  = 3cos𝜃, 𝑥 =
1

√2
sin𝜃. Vi kan kontrollera att denna parametrisering motsvarar kurvans ekvationen. I punkten P har vi 

𝑥 = 1/√2, så 𝜃 = 𝜋/2. I punkten Q har vi 𝑥 = −1/√2, så 𝜃 = −𝜋/2 eller 𝜃 = 3𝜋/2. Men kurvan 

definieras i 𝑧 < 0, så vi måste ha 𝜃: 𝜋/2 → 3𝜋/2. 

En parametrisering är 

 

 

1 1
ˆ ˆ ˆ( ) sin sin 3cos

2 2

: 3  
2 2

x y zr e e e   

 



= + +


 →


 

 

Övning 6.6.  

För att beräkna linjeintegralen kan vi använda (6.11): 

( )
2

1

( )
L

dr
A dr A r d

d





 


 =    

Vi behöver beräkna en parametrisering 𝑟̅(𝜑) av kurvan och därefter derivatan 𝑑𝑟̅(𝜑)/𝑑𝜑.  

Vi inleder med parametriseringen av kurvan. Kurvan ligger i z = 0 planet, så ekvationen blir  
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2 2

1 med 0
4 16

x y
y+ = 

 

Detta är ekvationen för en ellips med axlarna 2 och 4. Vi skriver 𝑥 = 2cos𝜑, 𝑦 = 4sin𝜑.  

Eftersom y > 0 måste vi ha 𝜑: 0 → 𝜋 eller 𝜑: 𝜋 → 0 (det beror på kurvans orientering). 

Parametriseringen blir 

ˆ ˆ( ) 2cos 4sin
:

: 0  eller : 0

x yr e e
L

  

   

= +


→ →  

Derivatan är 

( )
ˆ ˆ2sin 4cosx y

dr
e e

d


 


= − +

 

Eftersom parametriseringen av kurvan ger 𝑥 = 2cos𝜑, 𝑦 = 4sin𝜑, 𝑧 = 0 kan vektorfältet skrivas som 

2 2sin
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4sin 8

cos

z y

x y z x y

y
A ye e e ze e e e

x





= + + = +  

Då fås linjeintegralen 

( ) ( )

( )

2 2

1 1

2 2

1 1

2

2 2 2

sin
( ) 4sin ,8 ,0 2sin ,4cos ,0

cos

8sin 32sin 24 sin

L

dr
A dr A r d d

d

d d

 

 

 

 


     

 

    

 
 =  =  − = 

 

= − + =

  

 

 

Eftersom 𝜑: 0 → 𝜋 eller 𝜑: 𝜋 → 0 (det beror på orienteringen av kurvan) kan 𝜑1 och 𝜑2 vara 𝜑1 = 0 

och 𝜑2 =  𝜋 eller 𝜑1 = 𝜋 och 𝜑2 =  0. Så integralen kan vara positiv eller negativ; 

2

0 0

1
24 sin 24 sin 2 12

2 4
L

x
A dr d



   
 

 = = − = 
 

 
 

eller  

00

2 1
24 sin 24 sin 2 12

2 4
L

x
A dr d

 

   
 

 = = − = − 
 

   

Tecknet beror av kurvans orientering. 

 

Övning 6.7.  

För att beräkna linjeintegralen kan vi använda (6.11); 
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( )
2

1

( )
L

dr
A dr A r d

d





 


 =    

Vi behöver beräkna en parametrisering 𝑟̅(𝜑) av kurvan och sedan derivatan 𝑑𝑟̅(𝜑)/𝑑𝜑. Vi börjar med 

parametriseringen av kurvan. Den blir enklare om vi gör följande translation: 

' z 1z = −  

Linjeintegralen blir 

2 2 2

' 1
ˆ

'
x

z
A e

x y z

+
=

+ +
 

2 2 2' 1

0

x y z
L

x y

 + + =
= 

− =
 

från punkten 0

2 2
, ,0

2 2
P

 
=   

 
 till  ( )1 0,0,1P =  

Parametriseringen blir 

2
sin

2

2
sin : 0

2 2

' cos

x

y with

z




 




=




= →


=



 

2 2
ˆ ˆ ˆ( ) sin sin cos

2 2

( )

2 2
ˆ ˆ ˆcos cos sin

2 2

x y z

x y z

r e e e

dr
A dr A d

d

dr
e e e

d

   

 


  


= + +

 = 

= + −

   

( )

0

/2

0

2

/2

0

/2

2 2
( ) (cos 1,0,0) cos , cos , sin

2 2

2
cos cos

2

2 sin 2 4
sin 2

2 4 2 8

dr
A d d

d

d







      


  

  


 
 = +  − =  

 

= + =

+ 
= + + = − 

 

 

  
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Övning 6.8.  

För att beräkna linjeintegralen kan vi använda (6.11); 

( )
2

1

( )
L

dr
A dr A r d

d





 


 =    

Vi behöver beräkna en parametrisering 𝑟̅(𝜑) av kurvan och sedan derivatan 𝑑𝑟̅(𝜑)/𝑑𝜑. Vi börjar med 

parametriseringen av kurvan. Den blir enklare om vi gör följande translation: 

' 1x x= −  

Linjeintegralen blir 

ˆ ˆ2( ' 1) ( ' 1)x yA x ye x ye= − + + +
 

2 2' 1

1

x y
L

z y

 + =
= 

+ =  

Vi kan använda cylindriska koordinater: 

' cos

sin

1 sin

x

y

z







=


=
 = −

 

( )ˆ ˆ ˆ( ) cos sin 1 sin

ˆ ˆ ˆsin cos cos

x y z

x y z

r e e e

dr
e e e

d

   

  


= + + −

= − + −
 

Orienteringen i punkten x’ = 1, y = 0, z = 1 är −𝑒̂𝑦, så 𝜑: 2𝜋 → 0. 

( )

( )

0

2

0

2 2 2

0 0 0 0

2 2 2

2 2 2 2

0 0 0

( ) ( 2cos sin 2sin ,cos sin sin ,0) sin ,cos , cos

2cos sin 2sin cos sin cos sin

2cos sin 2sin cos sin cos sin

dr
A d d

d

d

d d d d



   

           


       

          

= = =

 = − − +  − − =

= + + + =

= + + +

 



   

0

2

sin 2
2 2

2 4 

 


=

 
= − = − 

 
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Övning 6.9.  

För att beräkna linjeintegralen kan vi använda uttryck (6.11); 

( )
2

1

( )
L

dr
A dr A r d

d





 


 =    

Vi behöver beräkna en parametrisering 𝑟̅(𝜑) av kurvan och sedan derivatan 𝑑𝑟̅(𝜑)/𝑑𝜑. Vi börjar med 

parametriseringen. Cylindrisk symmetri gäller, så vi kan använda den cylindriska parametriseringen  =

2cos𝜑, 𝑦 = 2sin𝜑.  Kurvan går från punkten 𝑥 = 2, 𝑦 = 0, 𝑧 = 1,  där 𝜑 = 0, till punkten 𝑥 = 0, 𝑦 =

2, 𝑧 = 1, där 𝜑 = 𝜋/2.  

ˆ ˆ ˆ( ) 2cos 2sin
:

: 0 / 2

  

 

= + +


→

x y zr e e e
L  

Derivatan är 

( )
ˆ ˆ2sin 2cosx y

dr
e e

d


 


= − +

 

Fältet längs kurvan är 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

5 sin
ˆ ˆ ˆ

1 ln5

2cos 2sin 5 sin
ˆ ˆ ˆ

1 ln2cos 2sin 5(1) 2cos 2sin (1)

2cos 2sin 5 sin 2cos sin
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2sin

1 ln 3 1 ln9 5

x

x y z

x

x y z

x x

x y z x y z

x yz e y
A e e e

xyzx y z x y z

e y
e e e

xyz

e y e y
e e e e e e

xyz xyz

 

   

  


= + + =
++ + + +

= + + =
++ + + +

= + + = + +
+ +

 

Vi kan notera att kurvan är parallel med xy-planet, så 𝑒̂𝑧-komponenten i vektorfältet spelar ingen roll. 

När vi beräknar integralen fås 

( )
( )

 

/2

0

/2 /2

0 0

/2/2

00

2cos sin
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2sin 2sin 2cos

3 1 ln

4 8
sin cos 4sin cos sin cos

3 3

4 4 cos 2 2 4
sin 2 1 1

3 3 2 3 3

x

x y z x y

L

e y
A dr e e e e e d

xyz

d d

d



 




   

       


 

 
 = + +  − + =  + 

   
= − + = =   

   

   
= = − = − − − =   

   

 

 


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Övning 6.10.  

Kurvan är inte specifierad. Men vi kan beräkna potentialen 𝜙 av fältet 𝐸 ̅och använda Sats 6.4,  

( ) ( )( ) ( )
b

a

u

b a
u

W q E dr q r u q r u =  = −
 

För att beräkna potentialen kan vi använda samma metoder som i Övningarna 5.2(e) och 5.2(f). Först 

skriver vi fältet i kartesiska koordinater med hjälp av (3.1) och (3.5) och 𝑐𝑜𝑠𝜑 = 𝑥/𝜌 = 𝑥/√𝑥2 + 𝑦2, 

𝑠𝑖𝑛𝜑 = 𝑦/𝜌 = 𝑦/√𝑥2 + 𝑦2 

( ) ( )
( ) ( )

(3.1) (3.5)

2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 sin cos 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 cos sin sin cos

ˆ ˆ2 cos sin 2 sin cos

2
ˆ ˆ

med med

x y x y

x y

x y

E e e ye xe

y e e x e e

y x e y x e

xy y x
e e

x y x y

      

   

   

= + = + =

= + + − + =

= − + + =

+
= +

+ +

Vi får 

2 2

2 2

2 2

( , )

x

x

E
x xy

dx y x y F y z
xy

x yE
x y





 
=  

 = = + +
+=

+ 

  

 

( )

2 2

2 2

2 2
2 2

2 2

2

( , )
0 ( , ) ( )

2 ( , )
( , )

y

y x
E

y x y F y z
F y z G z

yy x F y z
y x y F y z

y y yx y





 +
= = 

 + 
 =  =

  +  = + + = +
  + 

 

0
( )

0 ( )
( )

zE
G zz

G z c
G z z

z z





 
= =  

 =  =
  =

  

 

 

Potentialen blir: 

 
2 2 2 siny x y c c  = + + = +  

(vi har här definierat 𝐸̅ = ∇𝜙. Om vi vill ha den elektrostatiska potentialen V får vi 𝐸̅ = −∇𝑉, så 𝑉 =

−𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜑 − 𝑐). 
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I Kapitel 10 vi ska visa att beräkningarna blir enklare om vi använder gradienten i ett cylindriskt 

koordinatsystem. 

I punkten P1 har vi 𝜌 = 1, 𝜑 = 𝜋/2, 𝑧 = 0. I punkten P2 gäller 𝜌 = 1, 𝜑 = 0, 𝑧 = 2. Linjeintegralen blir  

( ) ( )
2

1
2 1( ) ( ) sin 0 sin

2

u

u
W q E dr q r u q r u q q


 

 
=  = − = − = − 

 
  

 

Övning 6.11.  

Vektorfältet har potentialen      

2 3 2 21 1
2

3 2
xy y z z c = + + +  

Vi kan alltså använda Sats 6.4; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1,0,1 1,0,1 0
b

a

u

b a
u

A dr r u r u    = − = − − =  

 

Övning 6.12.  

Vektorfältet har potentialen 

3 23xy xyz = +  

Vi kan beräkna detta med samma metod som i Kapitel 5. Eftersom vektorfältet har en potential är 

linjeintegralen oberoende av vägen, se Sats 6.4. 

Integralen beräknas med Sats 6.4; 

( ) ( ) ( ) ( )(Q) ( ) 1,2,3 0,0,1 62
Q

P
A dr r r P    = − = − =  
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Kapitel 7 

Övning 7.1.  

Ytan har inte en uppenbar symmetri. Vi kan försöka att använda den enkla parametriseringen 𝑦 = 𝑢 

och 𝑧 = 𝑣. Om vi sätter in i ytans ekvation fås  𝑥 = 𝑣2. 

Därför är en parametrisering 

2 ˆ ˆ ˆ( , )

: 0 2
:

: 0 2

ˆ ˆ 0

x y z

x

r u v v e ue ve

v
S

u

n e

 = + +


→


→
  

 

Övning 7.2.  

Ytan har en tydlig symmetri. Vi kan anända en parametrisering med cylindriska koordinater. Med 𝑥 =

𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃 och 𝑧 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 fås  𝑦 = 𝑥2 + 𝑧2 = (𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃)2 + (𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃)2 = 𝜌2. Eftersom −2 < 𝑥 < 2 och 0 <

𝑧 < 2, fås 𝜃: 0 → 𝜋 och 𝜌: 0 → 2. Parametriseringen blir 

 

2ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin

: : 0

: 0 2

x y zr e e e

S

      

 



 = + +


→
 →


 

För att få en annan parametrisering kan vi använda det enklare valet x = 𝑢 och 𝑧 = 𝑣. Vi får 𝑦 = 𝑥2 +

𝑧2 = 𝑢2 + 𝑣2. Eftersom −2 < 𝑥 < 2 och 0 < 𝑧 < 2 fås 𝑢: −2 → 2 och 𝑣: 0 → 2. Parametriseringen 

blir 

 

( )2 2ˆ ˆ ˆ( , )

: : 2 2

: 0 2

x y zr u v ue u v e ve

S u

v

 = + + +


− →
 →


 

Notera att orientering inte anges! 

 

 

Övning 7.3.  

Ytan är en halv ellipsoid med 𝑧 > 0, centrum i origo, axlarna parallella med de kartesiska axlarna och 

med radierna 2, 3, 1. Vi kan alltså använda parametriseringen 𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜑 och 𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜑 

(med 𝜃 och 𝜑 som vinklarna i ett sfäriskt koordinatsystem). Med användning av ytans ekvation fås 

2 2
2 2 2 2 21 1 sin cos sin sin 1 sin cos

4 9

x z
z      =  − − =  − − =  − =   

Eftersom 𝑧 > 0 kan vi endast använda den positiva lösningen, 𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 med 𝜃: 0 → 𝜋/2. Vinkeln 𝜑 

går från 0 till 2𝜋; 𝜑: 0 → 2𝜋. 

Parametriseringen blir 
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ˆ ˆ ˆ( , ) 2sin cos 3sin sin cos

: : 0 / 2

: 0 2

x y zr e e e

S

      

 

 

= + +


→
 →

 

Övning 7.4.  

Först bestämmer vi parametriseringen. Om vi använder 𝑥 = 2𝜌𝑐𝑜𝑠𝜑 och 𝑦 = 3𝜌𝑠𝑖𝑛𝜑 fås 

2 2
2

4 9

x z
y = + =  

med 𝜑: 0 → 𝜋 och 𝜌: 0 → 1. Parametriseringen blir 

2ˆ ˆ ˆ( , ) 2 cos 3 sin

: 0
:

: 0 1

ˆ ˆ 0

x y z

y

r e e e

S

n e

      

 



 = + +


→


→
  

 

Sedan kan vi beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜌 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝜑. Med användning av parametriseringen fås  

2 2

ˆ ˆ ˆ2cos 2 3sin

ˆ ˆ ˆ6 cos 6 4 sin

ˆ ˆ2 sin 3 cos

x y z

x y z

x z

r
e e e

r r
n e e e

r
e e

  


    
 

   


 
= + +   

 =  = − +
  = − +

 

 

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑦 = −6𝜌 , alltid är negativ, men ytan definieras 

med positiv y-komponent av normalen. Vi måste komma ihåg det när vi beräknar integralen. 

Med parametrisering kan vektorfältet skrivas som 

ˆ ˆ3 sinz zA ze e = =  

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över –S, inte över S. Därför är y-komponenten av 

normalen negativ i stället för positiv. 

( )
1

2 2

0 0

11 1

3 2 3 4

0 00 0 0

( ( , ))

ˆ ˆ ˆ ˆ3 sin 6 cos 6 4 sin

sin 2 1 3
12 sin 12 6

2 4 4 2

s s

z x y z

r r
A dS A r d d

e e e e d d

d d d





   
 

        

 
        

− −

  
 =   = 

  

= −  − + =

   
= − = − − = − = −   

   

 

 

  
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Övning 7.5.  

Först bestämmer vi parametrisering. Om vi använder 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃 och 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 fås 

2 2 2y x z = + =  

med 𝜑: 0 → 2𝜋 och 𝜌: 0 → √2. Parametriseringen blir 

2ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin

: 0 2
:

: 0 2

ˆ ˆ 0

x y z

y

r e e e

S

n e

      

 



 = + +


→


→
  

 

Därefter beräknar vi normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜌 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝜃. Med användning av parametriseringen fås 

2 2

ˆ ˆ ˆcos 2 sin

ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

ˆ ˆsin cos

x y z

x y z

x z

r
e e e

r r
n e e e

r
e e

  


    
 

   


 
= + +    

 =  = − +
  = − +

 

 

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑦 = −𝜌 ,  alltid är negativ, men ytan definieras 

med positiv y-komponent av normalen. Vi måste komma ihåg det när vi beräknar integralen. 

Om vi använder parametriseringen kan vektorfältet skrivas som  

( ) 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, cos sin cos sinx y z x y zA xe xze ze e e e        = + + = + +  

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över –S, inte över S, därför är y-komponenten av 

normalen negativ i stället för positiv. 

( )
2 2

3 3

0 0

22 2 2 2 4
3 3

0 0 0 0 0

( ( , ))

2 sin cos

2 sin cos 2 0 4
2

s s

r r
A dS A r d d

d d

d d d d



 

   
 

     


         

− −

  
 =   = 

  

= − − =

 
= − + = − + = − 

 

 

 

   

 

Övning 7.6.  

Först bestämmer vi parametrisering. Om vi använder 𝑥 = 2𝑐𝑜𝑠𝜑 och 𝑧 = 𝑢 får vi 

2 21 / 4 1 cos siny x  =  − =  − =   

Eftersom 𝑦 > 0 använder vi endast positivt tecken, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝜑 med 𝜑: 0 → 𝜋 och 𝑢: −1 → 1. 

Parametriseringen blir 
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ˆ ˆ ˆ( , ) 2cos sin

: 0
:

: 1 1

ˆ ˆ 0

x y z

y

r u e e ue

S
u

n e

  

 

= + +


→


− →
  

 

Vi kan nu beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜑 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢. Med användning av parametriseringen fås 

ˆ ˆ2sin cos

ˆ ˆcos 2sin

ˆ

x y

x y

z

r
e e

r r
n e e

ur
e

u

 


 


 
= − +    

 =  = +
  =

 

 

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑦 = 2𝑠𝑖𝑛𝜑, alltid är positiv, men att ytan 

definieras med negativ y-komponent av normalen. Vi måste komma ihåg det vid beräkning av 

integralen. 

Om vi använder parametriseringen kan vektorfältet skrivas som 

2cos
ˆ ˆ ˆ( , ) 2cos sin ln

sin 1
x y zA u e e e


  


= + +

−
 

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över –S, inte över S, därför är y-komponenten av 

normalen negativ istället för positiv. 

( )
1 1

2 2

0 1 0 1

( , )

2cos 2sin 2 4

S S

r r
A dS A u d du

u

dud d du
 

 


    

− −

− −

  
 =   = 

  

= − + = − = −

 

   

 

Övning 7.7.  

Först bestämmer vi parametriserng. Om vi använder parametriseringen 𝑦 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃 och 𝑧 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 fås 

2 2 21 1x z y = − − = −  

Eftersom 𝑥 > 0 har vi 𝜌: 0 → 1 och 𝜃: 0 → 2𝜋. En parametrisering blir 

( )2 ˆ ˆ ˆ( , ) 1 cos sin

: 0 1
:

: 0 2

ˆ ˆ 0

x y z

x

r e e e

S

n e

      



 

 = − + +

 →


→
  

 

Vi kan nu beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜌 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝜃. Med användning av parametriseringen fås 
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( )

( )

2 2

ˆ ˆ ˆ2 cos sin

ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

ˆ ˆsin cos

x y z

x y z

y z

r
e e e

r r
n e e e

r
e e

  


    
 

   


 
= − + +    

 =  = + +
  = − +

 

 

Vi kan notera att y-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑥 = 𝜌,  alltid är positiv, som orienteringen av ytan.  

Om vi använder parametriseringen kan vektorfältet skrivas som 

( ) ( ) ( )2 2 ˆ ˆ, 1 cos 1 sinx yv e e     = − + −  

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över S, därför är x-komponenten av normalen 

positiv, som orienteringen av ytan.  

( )
1 2

3 2 2 3

0 0

( ( , ))

3
cos 2 cos 2 sin cos

4

s s

r r
v dS v r d d

d d



   
 

          

  
 =   

  

= − + − =

 

 

 

 

Övning 7.8.  

Först bestämmer vi parametrisering. Om vi använder 𝑥 = 𝜌𝑐𝑜𝑠𝜃 och 𝑦 = 𝜌𝑠𝑖𝑛𝜃 fås 

2 2 24 4z x y = − − = −  

2 2 24 4 2x y  +       

Vi har 𝜌: 0 → 2 och 𝜃: 0 → 2𝜋. Så en parametrisering är 

( )2ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin 4

: 0 2
:

: 0 2

ˆ ˆ    i (0,0,4)

x y z

z

r e e e

S

n e

      



 

 = + + −

 →


→
 =

 

Vi kan nu beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜌 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝜃. Med användning av parametriseringen fås 

( )

( )

2 2

ˆ ˆ ˆcos sin 2

ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

ˆ ˆsin cos

x y z

x y z

x y

r
e e e

r r
n e e e

r
e e

  


    
 

   


 
= + −    

 =  = + +
  = − +

 
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Notera att z-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑧 = 𝜌 är positiv i punkten (0,0,4), i enlighet med 

orienteringen av ytan.  

Om vi använder parametriseringen kan vektorfältet skrivas som 

( ) ( )( )2 2 2ˆ ˆ ˆsin cos 4 sin cos 4 1x y zA e e e        = + − + − +  

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över S, därför är x-komponenten av normalen 

positiv, som orienteringen av ytan.  

( ) ( )( )( )

( )

( ) ( )( )( )

2 2

2 2 2

0 0

2 2

2 2

4 2 2 3 2 2 2

0 0

( ( , ))

ˆ ˆ ˆsin cos 4 sin cos 4 1

ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

2 sin cos 2 4 sin cos 4





   
 

        

      

           

  
 =   

  

= + − + − + 

 + + =

= + − + − +

 

 

 

S s

x y z

x y z

r r
A dS A r d d

e e e

e e e d d

d d

 

Integrationen är långrandig, men inte svår att utföra.  Resultatet blir 44𝜋/3. 

Vi ska diskutera en enklare metod att lösa detta problem i Kapitel 8. 

Övning 7.9.  

Vi behöver beräkna 
S

E dS  

Problemet har symmetri; så länge S har normalen riktad parallellt med fältet och så länge S befinner 

sig på avståndet L från origo kan vi flytta ytan utan att ändra värdet på flödet. Det är bekvämt att lägga 

ytan så att dess normal är parallell med z-axeln (se Figur L10). 

 

Figur L10. Geometri för Övning 7.9 
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Vi kan använda samma metoder som i Övningarna (7.4-7.7). I stället kan det dock vara pedagogiskt att 

använda metoden vi diskuterar i Appendix. Om vi skriver 𝑑𝑆̅ som 𝑑𝑆̅ = 𝑑𝑆𝑛̂, kan vi uttrycka 𝑑𝑆 med 

(3.9); 𝑑𝑆(𝜑, 𝜌) = 𝜌𝑑𝜑𝑑𝜌. Eftersom problemet är symmetriskt i 𝜑, kan vi integrera 𝑑𝑆(𝜑, 𝜌) i variabeln 

𝜑, så vi har 𝑑𝑆(𝜌) = 2𝜋𝜌𝑑𝜌. Normalen är 𝑒̂𝑧, så vi har 

( )

( )

( ) ( )

( )

2

0

2 2

2 2

3/2
2 2

0

3/2 3/2
2 2 2 2

0 00 0

1/2
2 2

0

ˆ2  

1
ˆ ˆ2

4

 

ˆ ˆ ˆ ˆ(sin cos ) (sin sin ) cos  

ˆ ˆ cos  

cos /

 
2

2 2

1

2

z

r z

r x y z

r z

R R

S

dS d e

Q
E dS e d e

r

r L

e e e e

e e

L L

Q L d
E dS

L

Q L d QL d
E dS

L L

QL

L

 

 




    



 

 

 

   

  

 

=

 = 

= +

= + +

  =

= +

  =
+

 = = =
+ +



= −
+



  

2 2
0

0

1 1

2

R

QL

L L R

  
  = − 
  + 

 

 

Övning 7.10. 

Beräkning av area är ett exempel på integralen (7.20), se Exempel 7.3. Vi behöver beräkna  

med     
S

r r
A dS dS dudv

u v

 
= = 

   

Först beräknar vi en parametrisering av ytan. Vi kan använda 𝑥 = 𝜌cos𝜃 och 𝑦 = 𝜌sin𝜃, så vi har 

2 2 2z x y = + =  

Eftersom 0 < 𝑥 < 1 och −1 < 𝑦 < 1 måste vi ha 𝜃: −𝜋/2 → 𝜋/2 och 𝜌: 0 → 1. Parametriseringen blir 

2ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin

: : 0 1

: / 2 / 2

x y zr e e e

S

      



  

 = + +


→
 − →


 

Därmed fås 
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( )

( )

2 2

ˆ ˆ ˆcos sin 2

ˆ ˆ ˆ2 cos 2 sin

ˆ ˆsin cos

x y z

x y z

x y

r
e e e

r r
e e e

r
e e

  


    
 

   


 
= + +    

  = − − +
  = − +

 

 

4 2 4 2 2 4 24 cos 4 sin 4
r r

      
 

 
 = + + = +

 
 

/2 1 1

4 2 4 2

/2 0 0

5 5 1
4 4

12
S

r r
A d d d d d





          
 

−

  −
=  = + = + =

      

 

Övning 7.11.  

Vi ska beräkna 

( , )
S S

r r
A dS A u v dudv

u v

  
 =   

  
   

i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Vi kan använda 𝑥 = cos𝜑 och 𝑧 = 𝑢, så vi har 𝑦 = sin𝜑. En parametrisering är 

ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin

: 1 1
:

: 0 2

ˆ ˆ 0 i punkten 1, 0, 0

x y z

x

r u e e ue

u
S

n e x y z

  

 

= + +


− →


→
   = = =

 

Därefter kan vi beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜑 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢. Med användning av parametriseringen fås 

ˆ ˆsin cos

ˆ ˆcos sin

ˆ

x y

x y

z

r
e e

r r
e e

ur
e

u

 


 


 
= − +    

  = +
  =

 

 

Vi kan notera att x-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜑, är positiv i (1, 0, 0), som orienteringen 

av ytan.  

Om vi använder (3.5) kan vi skriva vektorfältet som (med användning av att 𝜌 = 1) 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cosx yA e e e e     = + = − + +  

Kryssprodukten blir 
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( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) cos sin sin cos cos sinx y x y z

r r
A u e e e e e

u
      



  
  = − + +  + = − 

  
 

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över S eftersom x-komponenten av normalen är 

positiv, som orienteringen av ytan. 

( )
1 2 1 2

1 0 1 0

( ( , ))

ˆ ˆ ˆ4

s s

z z z

r r
A dS A r u d du

u

e d du e d du e

 

 


  
− −

  
 =   

  

= − = − = −

 

   

 

Beräkning i ett cylindriskt koordinatsystem. 

Ytan är en cylinder med radie 𝜌 = 1. Ortsvektorn i ett cylindriskt koordinatsystem är 𝑟̅ = 𝜌𝑒̂𝜌 + 𝑧𝑒̂𝑧. 

Eftersom   = 1 fås, om vi använder 𝑧 = 𝑢  

ˆ ˆ( , )

: 1 1
:

: 0 2

ˆ ˆ 0  1, 0, 0

z

x

r u e ue

u
S

n e i punkten x y z



 

= +


− →


→
   = = =

 

Vi kan nu beräkna normalen 𝑛̅ = 𝜕𝑟̅/𝜕𝜑 × 𝜕𝑟̅/𝜕𝑢. Med användning av parametriseringen har vi (se 

Exempel 3.7 för derivering av 𝑒̂𝜌) 

ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

z

z

er
e

r r
e e e

ur
e

u





 

 



 
= =    

  =  =
  =

 

 

Vi noterar att x-komponenten av normalen, 𝑛̅ ∙ 𝑒̂𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝜑, är postive i punkten (1,0,0), som 

orienteringen av ytan.  

Kryssprodukten blir 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) z

r r
A u e e e e

u
  



  
  = +  = − 

  
 

Nu kan vi beräkna integralen. Notera att vi integrerar över S, därför är x-komponenten av normalen 

positiv, som orienteringen av ytan. 

( )
1 2 1 2

1 0 1 0

( ( , ))

ˆ ˆ ˆ4

s s

z z z

r r
A dS A r u d du

u

e d du e d du e

 

 


  
− −

  
 =   

  

= − = − = −

 

   
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Övning 7.12.  

 

Kraften från vattentrycket är 𝐹̅ = − ∬ 𝑝𝑑𝑆̅ 

𝑆
, se Exempel (7.4). Så, kraften 𝐹̅0, för att hålla ytan strax 

under vatten, är 𝐹̅0 = −𝐹̅ = ∬ 𝑝𝑑𝑆̅ 

𝑆
, där S utgör hela ytan. Integralen är 

 ( )0 m m

s s

F F gz dS g zdS = − = − = −   

För att beräkna integralen parametriserar vi först ytan. Vi använder (3.11) med 𝑟 = 𝑅 och får  

 

( ) ˆ ˆ ˆ, sin cos sin sin cos

: : / 2

: 0 2

x y zr R e R e R e

S

      

  

 

= + +


→
 →
  

 
( )2

ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sin

ˆ ˆsin sin sin cos

ˆ ˆ ˆsin sin cos sin sin cos

x y z

x y

x y z

r
R e R e R e

r
R e R e

r r
R e e e

    


   


     
 

 
= + −  




= − +
 

 
  = + +

   

 cosz R =  
Så 

( )

( )

3

2

3

/2 0

2 2

3 2 3 2

/2 0 /2 0

0 0

ˆ ˆ ˆcos sin sin cos sin sin cos

ˆ ˆ ˆcos sin sin cos sin sin cos

ˆ ˆcos sin cos cos sin sin

x y z

s s

x y z

x y

zdS R e e e d d

R e e e d d

R e d d R e d d

R

 



   

 

        

        

         

= =

= + +

= + + =

= + +

+

 

 

   

2

3 2

/2 0

3 2 3 3 3

/2/2

ˆ cos sin

1 2
ˆ ˆ ˆ2 cos sin 2 cos

3 3

z

z z z

e d d

R e d R e R e

 







   

      

=

 
= = − = 

 

 



 

Därför är kraften 

 

3

0

2
ˆ

3
m zF R ge= −

    
Vi ska i Kapitel 15 diskutera en enklare metod för att lösa liknande problem. 

 

 

Övning 7.13.  

Vi ska beräkna flödet genom en halvsfär med radie r = R. För det ”södra” halvklotet gäller i sfäriska 

koordinater 𝜃: 𝜋/2 → 𝜋. 
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Vi skriver nu 𝑑𝑆̅ = 𝑛̂𝑑𝑆, noterar att 𝑛̂ = 𝑒̂𝑟 och uttrycker 𝑑𝑆 med (3.15): 

( )

( )

( )

0

3

2

20

3

0 /2

0

/2

0 0

/2 1 0

ˆ ˆ2cos sin
4

ˆ ˆ ˆ2cos sin sin
4

ˆ ˆ ˆ2cos sin sin
2

ˆ ˆ ˆ ˆ2cos sin sin cos
2

södra södra

r

S S

r r

r r

r r r

m
B dS e e dS

R

m
e e e R d d

R

m
e e e d

R

mm
e e e e d

R R



 


















 




    




   

 
   

= =

 = − +  =

= − +  =

= − +  =

 
= −  +  = − 

 
 

 

 




/2

20 0

/2

sin

sin
2 2

d

m m

R R









  

 


=

 = − = 



 

Notera att flödet är positivt genom södra halvklotet eftersom det jordmagnetiska fältet har sin nordpol 

vid geografiska sydpolen. Fältlinjerna utanför jorden är alltså riktade från geografiska sydpolen mot 

geografiska nordpolen. Flödet genom det norra halvklotet blir detsamma som i denna uppgift, fast 

med motsatt tecken.   
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Kapitel 8 

Övning 8.1.  

Vi kan beräkna divergensen med formel (8.3): 

 
yx z

AA A
divA

x y z

 
 + +

  
 

där 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 är kartesiska komponenter av vektorfältet 𝐴̅ (se Övning 1.1). Vi noterar att uttrycket 

(8.3) bara fungerar i kartesiska koordinatsystem. Om vi vill använda ett annat koordinatsystem 

studerar vi lämpligen Kapitel 10.  

 

(a) ˆ
xA xe=  

( )ˆ 1x

x
div xe

x


= =


 

(b) ˆ
yA ye=  

( )ˆ 1y

y
div ye

y


= =


 

(c) ˆ ˆ ˆ
x y zA xe ye ze= + +  

( )ˆ ˆ ˆ 3x y z

x y z
div xe ye ze

x y z

  
+ + = + + =

  
 

(d) 2ˆ ˆ
x yA xye z e= +  

( )
( ) 2

2ˆ ˆ
x y

xy z
div xye z e y

x y

 
+ = + =

 
 

(e) 
1
ˆ

xA e
x

=  

( )
2

1/1 1
ˆ

x

x
div e

x x x

 
= = − 

 
 

(f) 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆx y z x y z x y z

x y zA e e e e e e+ + + + + += + +  

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

x y z x y z x y z

x y z
e e e

div A e x y z
x y z

+ + + + + +

+ +
  

= + + = + +
  

 

(g) 
2

1
ˆ

rA e
r

=   (med 𝑒̂𝑟 som basvektor i ett sfäriskt koordinatsystem). 

Vi ska i Kapitel 10 diskutera hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett sfäriskt 

koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem. 

Om vi använder (3.11) fås 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 och med (3.13) kan vi skriva 

2 2 2

ˆ ˆ ˆ
ˆ x y z

r

xe ye ze
e

x y z

+ +
=

+ +
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Vi får 

( )
3/2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ
x y zxe ye ze

A
x y z

+ +
=

+ +
 

Nu kan divergensen beräknas med (8.3): 

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3/2 3/2 3/2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3/2 3/2 3/2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 1 3 1 3
0

x y z
div A

x y zx y z x y z x y z

x x y z y x y z z x y z

x y z x y z x y z

− − −

     
       = + + =

       + + + + + +
     

− + + − + + − + +
= + + =

+ + + + + +

 

Det kommer att bli enklare när kan vi beräkna divergensen i ett sfäriskt koordinatsystem. 

 

(h) 2 ˆA e=   (med 𝑒̂𝜌 som basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem) 

Vi ska diskutera i Kapitel 10 hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett cylindriskt 

koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem.  

Om vi använder (3.4) får vi 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 och med (3.5) kan vi skriva 

2 2

ˆ ˆ
ˆ x yxe ye
e

x y


+
=

+
 

Därmed fås 

( )2 2 ˆ ˆ
x yA x y xe ye= + +  

Vi kan nu beräkna divergensen m h a (8.3): 

( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

2 2
3 3

div A x x y y x y
x y

x y x y
x y

x y x y


 
= + + + =

 

+ +
= + = + =

+ +

 

Det kommer att bli enklare när kan vi beräkna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem. 

 

(i) 
2

1
ˆA e


=  (med 𝑒̂𝜌 som basvektor i en cylindriskt koordinatsystem) 
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Vi ska diskutera i Kapitel 10 hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett cylindriskt 

koordinatsystem. Nu byter vi till ett kartesiskt koordinatsystem.  

Om vi använder (3.4) får vi 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 och med (3.5) kan vi skriva 

2 2

ˆ ˆ
ˆ x yxe ye
e

x y


+
=

+
 

Vi får 

( )
3/2

2 2

ˆ ˆ
x yxe ye

A
x y

+
=

+
 

Vi kan nu beräkna divergensen m h a (9.3): 

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

3/2 3/2
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 2

3/2 3/2 3/2 32 2 2 2 2 2

1 3 1 3 1 1

x y
div A

x yx y x y

x x y y x y

x y x y x y 

− −

   
    = + =

    + +
   

− + − +
= + = − = −

+ + +

 

(j) Det kommer att bli enklare när kan vi beräkna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem. 

 

Övning 8.2.  

Det finns två villkor som måste uppfyllas för att vi ska kunna använda Gauss’ sats: (1) ytan måste vara 

sluten (2) vektorfältet måste vara kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. 

(a) 2 ˆ ˆ
x zA x e e= + ,        yta: 2 2 24x y z+ = −  

Ytan är sfären 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 som är sluten. 

Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. 

Vi kan därmed använda Gauss’ sats. 

(b) 
2 1
ˆ ˆ

x yA x e e
x

= + ,     yta: 
2 2

2 1
9 4

x z
y+ + =  

Ytan är en ellipsoid med centrum i origo, så det är en sluten yta. 

Vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i planet x = 0. Planet x = 0 korsar ytan, så 

vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. 

Vi kan alltså inte använda Gauss’ sats.   

(c) 
2 1
ˆ ˆ

x yA x e e
x

= + ,     yta: 
2 2

2 4 3 0
9 4

x z
y y+ − + + =  
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Vi skriver ytan som 

( )
2 2 2 2 2 2

22 24 3 4 4 1 2 1 0
9 4 9 4 9 4

x z x z x z
y y y y y+ − + + = + − + + − = + − + − =  

Ytan är en ellipsoid med centrum i punkten x = 0, y = 2, z = 0. Radien längs y-axeln är 1. Så 

ytan korsar inte planet x = 0. 

Vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i planet x = 0. Men planet x = 0 korsar inte ytan, 

så vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. 

Vi kan därmed använda Gauss’ sats. 

 

(d) 
1
ˆ

rA e
r

= ,                  yta: 2 2 2 1x y z+ + =  

Ytan är en sfär med centrum i origo. 

Vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i origo. Så vektorfältet är inte kontinuerligt 

deriverbart i volymen innanför ytan. 

Vi kan alltså inte använda Gauss’ sats. 

 

(e) 
1
ˆ

rA e
r

= ,                  yta: 2 2 2 4 3 0x y z z+ + − + =  

Vi uttrycker ytan som 

( )
22 2 2 2 2 2 2 24 3 4 4 1 2 1 0x y z z x y z z x y z+ + − + = + + − + − = + + − − =  

Ytan är en sfär med centrum i punkten x = 0, y = 0, z = 2 och radie 1. Så origo ligger inte i ytan. 

Vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i origo. Men origo är inte i ytan, så vektorfältet är 

kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. 

Vi kan alltså använda Gauss’ sats. 

 

(f) 
r̂A re= ,                    yta: 2 2 0x z y+ − =  

Ytan är en paraboloid, så det är inte en sluten yta. Vi kan inte använda Gauss’ sats. 

 

Övning 8.3.  

 

Ytan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan därmed 

använda Gauss’ sats. 
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S V

A dS divAdV =   

 ˆ ˆ ˆ
x y zA r xe ye ze= = + +  

Se Övning 8.1(c);  

 3divA =  

 3 3
S V V V

A dS divAdV dV dV = = =     

Integralen är över volymen innanför ytan. Ytan är en ellipsoid, så 𝑉 =
4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐. Flödet blir 

   3 4
S

A dS V abc = =  

Övning 8.4.  

 

Ytan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan alltså 

använda Gauss’ sats. 

 ( )
( ) ( ) ( )3

23
zy x

div A z
x y z

 
= + + =

  
 

 23
S V V

A dS divAdV z dV = = =    

={ytan är en cylindrisk burk med axel längs z-axeln, radie 2 som befinner sig mellan z = -1 

och z = 1. Så vi kan uttrycka dV med (3.9) }= 

  

1 2 2 1 2 1
1

2 2 2 3

1
1 0 0 1 0 1

3 2 3 4 3 4 8z d d dz z d dz z dz z



        
−

− − −

 = = = = =        

 

Övning 8.5.  

 

Ytan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan alltså 

använda Gauss’ sats. 

 ( )
( ) ( ) ( )3 2 4

3 2 4 9
x y z

div A
x y z

  
= + + = + + =

  
 

 39 9 9 4 576
S V V V

A dS divAdV dV dV = = = =  =     

I sista steget har vi beräknat volymen av kuben (som har längden 4). 
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Övning 8.6.  

 

Ytan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan alltså 

använda Gauss’ sats. Om ytan skissas, inser vi att cylindergeometri kan användas för beräkningen av 

integralen i Gauss’ sats om vi gör koordinatbytet 𝑥 → 𝑥, 𝑦 → 𝑧 och 𝑧 → 𝑦. Vi får 

 

( )
( ) ( )

( )

3 3

3 3

2 2

ˆ ˆ

3

x zA x e z e

x z
div A x z

x z

= +

 
= + = +

 

 

 ( )2 23
S V V

A dS divAdV x z dV = = + =    

={låt alltså nu 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑧2 och 𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝑦𝑑𝜑, med 𝜌: 0 → 1, y: 𝜌2 → 1, 𝜑: 0 → 2𝜋}= 

( )
2 2

2 1 1 1 1 1

3 3 2 3

0 0 0 0

1

4 6

0

3 2 3 6 1

1 1
6

4 6 2

dyd d dyd d



 

         


  

= = = − =

 
= − = 

 

     
 

Problemet kan även lösas i kartesiska koordinater, på liknande sätt som då man beräknar volymen av 

en sfär. Beräkningarna blir då mer omständliga. 

 

Övning 8.7.  

 

Ytan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan alltså 

använda Gauss’ sats. 

 

 

( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ

2 0 2 0

x y zA zx e xze xz e

zx xzxz
div A xz xz

x y z

= + −

  −
= + + = + − =

  

 

 0 0
S V V

A dS divAdV dV = = =    

Notera att flödet genom ett sluten yta alltid är noll, oberoende av formen på den slutna ytan. 

 

Övning 8.8.  

 

Ytan utgör en halvoändlig cylinder med axeln längs z-axeln och med 𝑦 > 0. Cylindern begränsas av 

planen z = 1 och z = -1. Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen inuti ytan. Vi kan alltså 

använda Gauss’ sats. 
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 ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ

2 2
3

x yA x x y e y x y e

div A x x y y x y
x y

x y x y
x y

x y x y

= + + +

 
= + + + =

 

+ +
= + = +

+ +

 

 2 23
S V V

A dS divAdV x y dV = = + =    

= {med 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 kan vi skriva 𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝑧 där 𝜌: 0 → 2 , 𝜑: 0 →

𝜋, 𝑧: −1 → 1} = 

 

22 1 2 1 2

2 2 2 3

00 1 0 0 1 0

1
3 3 6 6 16

3
d dzd dzd d



           
− −

 
= = = = = 

 
       

 

Övning 8.9.  

 

Ytan är sluten. Det är en paraboloid med axeln längs z-axeln och vertex i origo. Paraboloiden begränsas 

av planet z = 1. Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart i volymen innanför ytan. Vi kan alltså använda 

Gauss’ sats. 

( )
( ) ( )

2

2

ˆ ˆ

2

x zA xye z e

zxy
div A y z

x y

= +


= + = +

 

 

( )2 2
S V V V V

A dS divAdV y z dV ydV zdV = = + = +      

Första integralen, ∭ 𝑦𝑑𝑉, är noll på grund av symmetri. Ytan har en symmetri med avseende på z-

axeln; för varje punkt med värde y kan vi i området hitta en punkt med värde –y. Vi får 

 0
V

ydV =  

Den andra integralen kan beräknas om vi noterar att kan vi skriva 𝑑𝑉 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝑧. Om vi använder 

ytans ekvation kan vi också skriva 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2. Vi får 𝜌: 0 → 1 , 𝜑: 0 → 2𝜋, 𝑧: 𝜌2 → 1 och 

integralen blir 

 

( )
2 2 2

11 1 2 1 1 1 12
4

0 0 0 0 0

1
2 6

0

2 2 1
2

2 6 3

V

z
zdV z d dzd z dzd d d



  

            

  


 
= = = = − = 

 

 
= − = 

 

       
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Vår sökta integral blir 

 
2

2
3

S V V

A dS ydV zdV


 = + =    

Övning 8.10 

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte är sluten. Men vi kan sluta ytan med hjälp av 

en yta S*; 

2 2

0

*: 4

ˆ ˆ
z

z

S x y

n e

=


+ 
 = −

 

På den slutna ytan S+S* kan vi tillämpa Gauss’ sats. Vi behöver då subtrahera flödet som beräknas på 

S*. Vi får 

* * * * *S S S S S S S V S

A dS A dS A dS A dS A dS A dS divAdV A dS
+

 =  +  −  =  −  = −          

Låt oss börja med flödet över S*: 

 
* * * * *

ˆ ˆ 4z z

S S S S S

A dS A ndS A e dS A dS dS  =  = −  = − = − = −      

Vi beräknar nu divergensen 

 divA x y z= + +  

och får 

 ( )
V V V V V

divAdV x y z dV xdV ydV zdV= + + = + +      

På grund av symmetri blir de två första integralerna noll. Betrakta exempelvis den första och använd 

cylindrisk parametrisering; 𝑥 = 𝜌cos𝜃 och 𝑦 = 𝜌sin𝜃. Vi får 

 

'4 2

0 0 0

cos 0
V

xdV d d dz

 

   = =     

För den sista termen gäller 

 
4 4 2

0 0 0

32

3

z

V

zdV zdz d d




  
−

= =                

 
*

32 44
4

3 3
S V S

A dS divAdV A dS


  = −  = + =     ; alltså samma svar som i Övning 7.8. 
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Övning 8.11.  

Med Gauss’ sats fås 

 ( )23 2 2
S V V

A dS divAdV x xy z x dV = = + + +    

Symmetri ger att integralerna över termerna 2xy och 2z ger bidragen 0 (området V är symmetriskt 

map planen y = 0 och z = 0, medan 2xy och 2z är antisymmetriska map dessa plan).  

Vi kan uttrycka volymselementet som 𝑑𝑉 = 𝜋𝑟2𝑑𝑥 = 𝜋(4 − 𝑥2)𝑑𝑥. Vi får 

 ( )2 84
3

5
S V

A dS x x dV


 = + =   

 

Övning 8.12.  

Ytorna 𝑆1, 𝑆2 är inte slutna, så vi kan inte använda Gauss’ sats direkt. Men ytan 𝑆 = 𝑆1 − 𝑆2 är sluten, 

se Figur L11. 

 

Figur L11. Geometri för Övning 8.12. 

 

Vi kan alltså använda Gauss’ sats på S. Vi får 
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( )

0 0

4 2 2

4 2 2

S V V

V V V

A dS divAdV x y z dV

xdV ydV zdV

= =

 = = − + + =

= − + +

  

  
 

där de första två integralerna är noll på grund av symmetri. Den tredje integralen kan beräknas med 

sfärisk parametrisering: 

 
2 /2 4

2

0 0 0

2 2 cos sin
2

R

zS V dV

R
A dS zdV r r d d dr

 


   
= =

 = = =     . 

Flödet över 𝑆2 är enkelt att beräkna i cylindriska koordinater eftersom 𝑑𝑆̅ = 𝑒̂𝑧𝑑𝑆. 

 

( )

( )

2 2 2 2
2

2 2

   0

2 4
2

0 0

ˆ 3 3

3
3 cos

4

z

S S S Spå S är z

R

A dS A e dS z x dS x dS

R
d d




    

=

 =  = − = =

= =

   

 

 

Man kan ovan, om man vill vara listig, utnyttja att integralen över 𝑥2 är densamma som den över 

𝑦2och därmed skriva om 𝑥2 som 𝜌2/2. 

Nu kan vi beräkna flödet över 𝑆1 från (notera att 𝑆 = 𝑆1 − 𝑆2) 

 

1 2 1 2S S S S S

A dS A dS A dS A dS
−

 =  =  −      

Vi får 

 

1 2

45

4
S S S

R
A dS A dS A dS


 =  +  =    

Svaret blir 

 

1 2

5

3
S S

A dS A dS  =   
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Kapitel 9 

Övning 9.1.  

Vi kan beräkna rotationen med (10.3): 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x y z

y yx xz z
x y z

x y z

e e e

A AA AA A
rotA e e e

x y z y z z x x y

A A A

          
 = − + − + −    

            
 

där 𝐴𝑥, 𝐴𝑦, 𝐴𝑧 är kartesiska komponenter av vektorfältet 𝐴̅ (se Övning 1.1). Vi noterar att uttrycket 

(9.3) bara är tillämpbart i ett kartesiskt koordinatsystem. Om vi vill använda ett annat koordinatsystem 

måste vi studera Kapitel 10.  

 

 

(a) ˆ ˆ
x zA xe ze= −  

 ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ0 0 0 0 0 0 0

0

x y z

x y z

e e e

rotA e e e
x y z

x z

  
= = − + − + − =

  

−

 

(b) 2 2ˆ ˆ
x yA y e x e= −  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

0

x y z

x y z z

e e e

x y x y
rotA e e e x y e

x y z z z x y

y x

      −   −   
     = = − + + − = − −
           
     

−

 

(c) ˆ ˆ
x zA xye yze= +  

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

0

x y z

x y z x z

e e e

yz xy yz xy
rotA e e e ze xe

x y z y z x y

xy yz

          
= = + − + − = −     

           
 

(d) ˆ ˆ ˆ
x y zA xe ye ze= + +  

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ 0

x y z

x y z

e e e

z y x z y x
rotA e e e

x y z y z z x x y

x y z

            
= = − + − + − =    

            
 

(f) 
2 ˆA e=  (med 𝑒̂𝜌 utgörande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem) 
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Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur kan vi beräkna divergensen direkt i ett cylindriskt 

koordinatsystem. Nu måste vektorfältet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Om vi använder (3.4) fås 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 och (3.5) kan vi skriva 

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

x y

x y x y

xe yex y
e e e e e

x y x y x y
  

+
= + = + =

+ + +
 

Så, 

( )2 2 2ˆ ˆ ˆ
x yA e x y xe ye= = + +  

 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

0

ˆ ˆ ˆ

ˆ 0

x y z

x y z

z

e e e

rotA
x y z

x x y y x y

y x y x x y y x y x x y
e e e

z z x y

xy xy
e

x y x y

  
= =

  

+ +

      +  +  +  +
     

= − + + − =
             
     

 
 = − =
 + + 

 

(g) ˆA e=  (med 𝑒̂𝜑 utgörande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem) 

 

Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett cylindriskt 

koordinatsystem. Nu måste vektorfältet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Om vi använder (3.4) har vi 𝜌2 = 𝑥2 + 𝑦2 och med (3.5) kan vi skriva 

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos

x y

x y x y

ye xey x
e e e e e

x y x y x y
  

− +
= − + = − + =

+ + +
 

Därmed fås 

ˆ ˆ ˆ
x yA e ye xe= = − +  

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2

0

x y z

x y z z

e e e

y x yx
rotA e e e e

x y z z z x y

y x

 −   −       
= = − + + − =    

           

−
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(h) ˆcos rA e=  (med 𝑒̂𝑟 utgörande en basvektor i ett sfäriskt koordinatsystem) 

Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett sfäriskt 

koordinatsystem. Nu måste vektorfältet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Om vi använder Figur (3.5) fås 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑧/√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 och med (3.13) kan vi skriva 

2 2 2

ˆ ˆ ˆ
ˆ x y z

r

xe ye ze
e

x y z

+ +
=

+ +
 

Så vektorfältet kan skrivas som 

2

2 2 22 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
x y z x y zxe ye ze xze yze z ez

A
x y zx y z x y z

+ + + +
= =

+ ++ + + +
 

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ

  
= =

  

+ + + + + +

     
= − +    

 + +  + +   

    
+ − +   

 + +  + +    

     
+ −    

 + +  + +    

x y z

x

y

e e e

rotA
x y z

xz yz z

x y z x y z x y z

z yz
e

y x y z z x y z

xz z
e

z x y z x x y z

yz xz

x x y z y x y z

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 22

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

ˆ

22
ˆ

2 2
ˆ

2 2
ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

=

 + + −
 = − − +
 + + + +
 

 + + −
 + + +
 + + + +
 

 
 + − + =
 + + + +
 

    − +−
   = + =
   + + + +
   

z

x

y

z

x y

x y

e

y x y z yzyz
e

x y z x y z

x x y z xz xz
e

x y z x y z

xyz xyz
e

x y z x y z

ye xey x
e e

x y z x y z
2

sin
̂


= e

r r
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(i) ˆA e=  (med 𝑒̂𝜑 utgörande en basvektor i ett sfäriskt koordinatsystem) 

Vi ska i Avsnitt 10.8 diskutera hur vi kan beräkna divergensen direkt i ett sfäriskt 

koordinatsystem. Nu måste vektorfältet skrivas i ett kartesiskt koordinatsystem. 

Om vi använder Figur (3.5) fås 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑧/√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 och med (3.13) kan vi skriva 

2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆsin cos

x y

x y

ye xe
e e e

x y
  

− +
= − + =

+
 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

0

ˆ ˆ ˆ

1

ˆ

  
= =

  

−

+ +

              −   −
            = − + + − =

               + + + +            

−      −
    = − =

     + +    

x y z

x y z

z

e e e

rotA
x y z

y x

x y x y

x y x y
e e e

z z x yx y x y x y x y

x

x y
e

x yx y x y

2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1

ˆ

1 1
ˆ ˆ

sin

 
− 

+ + + =
 + +
 
 

= =
+

z

z z

y

x y x y
e

x y x y

e e
rx y

 

Övning 9.2.  

Det finns två villkor som måste uppfyllas för användning av Stokes’ sats: (1) kurvan måste vara sluten 

och (2) vektorfältet måste vara kontinuerligt deriverbart i ytan vars rand utgör kurvan. 

 

(a) Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Kurvan är en cirkel i planet y = 3 (en sluten kurva). 

Därför kan vi använda Stokes’ sats.  

(b) Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Kurvan är en ellips som ligger i yz-planet (och den är 

sluten eftersom 𝑢: 0 → 2𝜋). Därför kan vi använda Stokes’ sats.  

(c) Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Kurvan är en ellips som ligger i yz-planet. Men den är 

inte sluten eftersom 𝑢: 0 → 𝜋. Därför kan vi inte använda Stokes’ sats. 

(d) Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Kurvan är en cirkel med radie 1 som ligger i xy-planet 

(en sluten kurva). Därför kan vi använda Stokes’ sats.  
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(e) Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Kurvan utgör skärningen mellan konen som har axel 

längs z-axeln och planet 𝑧 + 𝑦 = 1. Men planen är parallella till konens yta, så skärningen är 

en parabel. En parabel är inte en sluten kurva, så vi kan inte använda Stokes’ sats. 

(f) Vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i 𝜌 = 0, alltså längs z-axeln. Kurvan är en cirkel 

runt z-axeln, så varje yta med rand på kurvan korsar z-axeln. Eftersom vektorfältet inte är 

kontinuerligt deriverbart längs z-axeln kan vi inte använda Stokes’ sats.  

(g) Kurvan är en sluten kurva runt z-axeln. Men vektorfältet är inte kontinuerligt deriverbart i 𝑥 =

0, 𝑦 = 0, alltså längs z-axeln.  Därför kan vi inte använda Stokes’ sats.  

 

Övning 9.3.  

Kurvan är en ellips som ligger i xy-planet med radier a och b. Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. 

Så vi kan använda Stokes’ sats.  

 
L S

A dr rotA dS =    

Rotationen är  

 
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2

0

x y z

x y z z

e e e

y x yx
rotA e e e e

x y z z z x y

y x

  −        
= = + + − = −    

           

−

 

Som yta använder vi ellipsen. Vi skriver 𝑑𝑆̅ = 𝑛̂𝑑𝑆, se (7.2). Normalen 𝑛̂ till ytan ligger längs z-axeln 

eftersom ellipsen ligger i xy-planet. Men orienteringen av ytan definieras inte, så vi vet inte om 𝑛̂ = 𝑒̂𝑧 

eller 𝑛̂ = −𝑒̂𝑧. Om vi tar 𝑛̂ = 𝑒̂𝑧 får vi 

 

 ˆ ˆ2 2 2z z

L S S S

A dr rotA dS e e dS dS ab =  = −  = − = −     

Notera att vi kunde ha tagit 𝑛̂ = −𝑒̂𝑧. I detta fall blir resultatet 2𝜋𝑎𝑏.  

 

Övning 9.4.  

 

Kurvan är en ellips som ligger i planet x = 2, med radierna 3 och 2 med centrum i origo. Vektorfältet är 

kontinuerligt deriverbart. Så vi kan använda Stokes’ sats: 

 
L S

A dr rotA dS =    

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2

0

x y z

x y z x

e e e

y z y z
rotA e e e e

x y z y z x x

z y

          
 = + + + − =     

          

−

 

Som yta använder vi ellipsen. Vi skriver 𝑑𝑆̅ = 𝑛̂𝑑𝑆, se (7.2). Normalen 𝑛̂ till ytan ligger längs x-axeln 

eftersom ellipsen ligger i yz-planet. I punkten 𝑃: 𝑥 = 2, 𝑦 = 0, 𝑧 = 3 är kurvan orienterad som 𝑒̂𝑦. Det 

betyder att 𝑛̂ = − 𝑒̂𝑥. Så 𝑑𝑆̅ = − 𝑒̂𝑥𝑑𝑆. Se Figur L12(a). 
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 ˆ ˆ2 2 12x x

L S S S

A dr rotA dS e e dS dS  =  = −  = − = −     

 

 

Övning 9.5.  

 

Kurvan är en ellips som ligger i planet y = 0, med radier c och d och centrum i punkten 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 0, 

𝑧 = 𝑏. Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Vi kan alltså använda Stokes’ sats. 

 
L S

A dr rotA dS =    

För att beräkna rotationen måste vi först uttrycka vektorfältet i ett kartesiskt koordinatsystem med 

(3.13): 

 ˆ ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sinx y ze e e e     = + −  

Men notera att kurvan ligger i planet y = 0, så 𝜑 = 0 för x > 0 och 𝜑 = 𝜋 för x < 0. Därför kan vi 

förenkla uttrycket som 

 ˆ ˆ ˆcos sinx ze e e  = −    för x > 0 

 ˆ ˆ ˆcos sinx ze e e  = − −   för x < 0 

 

Om vi uttrycker 𝑟, cos𝜃 och sin𝜃 med kartesiska koordinater, med y = 0 fås 

 
2 2

cos
z

x z
 =

+
 

 
2 2

sin
x

x z
 =

+
 

 2 2r x z= +  

 

Vektorfältet kan skrivas som: 

 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin =               för 0

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin =       för 0

x z x z x z

x z x z x z

r e r e ze x e ze xe x
A re

r e r e ze x e ze xe x


 

 

 − = − − 
= = 

− − = − − − + 

    

 

Rotationen är  

 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ2

0

x y z

y

e e e

rotA e
x y z

z x

  
= =

  

−

     för x > 0 

 

ˆ ˆ ˆ

ˆ2

0

x y z

y

e e e

rotA e
x y z

z x

  
= = −

  

−

  för x < 0 
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Som yta använder vi ellipsen. Vi kan skriva 𝑑𝑆̅ = 𝑛̂𝑑𝑆, se (7.2). Normalen 𝑛̂ till ytan ligger längs y-axeln 

eftersom ellipsen ligger i xz-planet. I punkten 𝑃: 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 0, 𝑧 = 𝑏 − 𝑑 är kurvan orienterad som 

−𝑒̂𝑥, så vi måste ha 𝑛̂ = + 𝑒̂𝑦. Se Figur L12(b). 

När vi beräknar integralen har vi två fall:  

(1) a > c  så ellipsen ligger i x > 0 

(2) a < -c så ellipsen ligger i x < 0 

 

(1) Vi har 

 ˆ ˆ ˆ2     och     y yrotA e dS ndS e dS= = =  

 ˆ ˆ2 2 2y y

L S S S

A dr rotA dS e e dS dS cd =  =  = =     

 

(2) Vi har 

 ˆ ˆ ˆ2     och     y yrotA e dS ndS e dS= − = =  

 ˆ ˆ2 2 2y y

L S S S

A dr rotA dS e e dS dS cd =  = −  = − = −     

 

Figur L12. (a) geometri för övning 9.4. (b) geometri för övning 9.5 

Övning 9.6.  

Kurvan är en ellips som ligger i planet y + z = 0. Vektorfältet är kontinuerligt deriverbart så vi kan 

använda Stokes’ sats: 
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 ˆ( 2 ) zrotA y x e= + .
 

Eftersom rotationen är längs 𝑒̂𝑧 blir den enklaste ytan vi kan använda en vertikal cylinder med bas på 

ellipsen och som i överdelen sluts med en cirkelyta som ligger xy-planet. Se Figur. Ytan utgör summan 

av mantelytan 𝑆𝜌̅ och den horisontella ytan 𝑆𝑧̅. På grund av kurvans orientering (normalen pekar inåt 

volymen) får vi 𝑆𝑧̅ = −𝑒̂𝑧𝑑𝑆. Vidare är normalen till 𝑆𝜌̅ parallell med xy-planet, så 𝑒̂𝑧 ∙ 𝑑𝑆𝜌̅ = 0. Se 

Figur L13(a). 

Med användning av Stokes’ sats fås därmed 

( )

0

ˆ ˆ ˆ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

ˆ ˆ( 2 ) ( 2 )





=

 = +  = +  + +  =

= +  − = − + =

   

 

z

z z

z z z z

S S S S

z z z z

S S

rotA dS y x e dS y x e dS y x e dS

y x e e dS y x dS
 

={Eftersom cylinderns axel inte utgörs av z-axeln, byter vi variabel 

𝑦′ = 𝑦 − 1 och får}= 

( ' 2 1) ( sin 2 cos 1)

  

    = − + + = − + + = − = −  z z z

S S S

y x dS dS dS  

 

Figur L13. (a) geometri för övning 9.6. (b) geometri för övning 9.7 

 

Övning 9.7.  

Kurvan är sluten och vektorfältet är kontinuerligt deriverbart. Så vi kan använda Stokes’ sats för ytan 

och normalen, se Figur L13(b). 
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0

0 0

2

0 0 0 0

ˆ2

ˆ ˆ
ˆ

2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ2 2

2

1
2 2 2

2


 = 



= 
+
=


+
  =  =  =

= = =

 

  

 

L S

z

y z

y z

z z

L S S

S S

A dr rot A d S

rot A A e

e e
n

e e
A dr A e ndS A e dS

A dS A dS A r

 

 

Övning 9.8.  

Vektorfältet 𝐴̅ är konservativt om 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0̅. 

 

(a) 2 2 2ˆ ˆ ˆ
x y zA x e y e z e= + +  

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ 0

x y z

x y z

e e e

z y x z y x
rotA e e e

x y z y z z x x y

x y z

             
= = − + − + − =     

             
 

Vektorfältet är alltså konservativt. 

(b) 2 2 2ˆ ˆ ˆ
x y zA x e z e y e= + +  

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

x y z

x y z x

e e e

y z x y z x
rotA e e e y z e

x y z y z z x x y

x z y

             
= = − + − + − = −     

             
 

Vektorfältet är inte konservativt. 

 

(c) ( ) ˆA f e=  (med 𝑒̂𝜌 utgörande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem) 

 

Vi har 𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2, och  

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

x y

x y x y

xe yex y
e e e e e

x y x y x y
  

+
= + = + =

+ + +
 

( ) ( )
2 2 2 2

ˆ ˆ
x y

f x f y
A e e

x y x y

 
= +

+ +
 

 



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 76 

 

( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ

0

x y z

z

e e e

f y f x
rotA e

x y z x yx y x y

f x f y

x y x y

 

 

        
    = = −

        + +    

+ +

 

Vi har 𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2, så 

 
( ) 2 2

2 2

f x yf f f x

x x x x y

 

  

  +   
= = =

      +
 

 
( ) 2 2

2 2

f x yf f f y

y y y x y

 

  

  +   
= = =

      +
 

 Därför blir 

 
( )

( )
( )

2 2

2 22 2

f xy
xy f

f y x y

x x yx y







−

   +
  =
  ++ 

 

 
( )

( )
( )

2 2

2 22 2

f xy
xy f

f x x y

y x yx y







−

   +
  =
  ++ 

 

 och 

 ( )( )ˆ 0rot f e =  ; vektorfältet är konservativt. 

(d) ( ) ˆA f e=  (med 𝑒̂𝜑 utgörande en basvektor i ett cylindriskt koordinatsystem) 

 

Vi har 𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2, och  

2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos

x y

x y x y

ye xey x
e e e e e

x y x y x y
  

− +−
= − + = + =

+ + +
 

( ) ( )
2 2 2 2

ˆ ˆ
x y

f y f x
A e e

x y x y

 
= − +

+ +
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( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ

0

x y z

z

e e e

f x f y
rotA e

x y z x yx y x y

f y f x

x y x y

 

 

        
    = = +

        + +    

−
+ +

 

 Därför gäller 

 
( )

( )
( ) ( )

2
2 2 2

2 2

2 22 2

f x
x f x y f

f x x y

x x yx y


 




+ + −

   +
  =
  ++ 

 

 
( )

( )
( ) ( )

2
2 2 2

2 2

2 22 2

f y
y f x y f

f y x y

y x yx y


 




+ + −

   +
  =
  ++ 

 

 Efter lite algebra får vi  

 ( )( )
( ) ( )

ˆ ˆ
z

f f
rot f e e

 


 

 
= + 

 
  

 Alltså är vektorfältet inte konservativt. 

 

Övning 9.9.  

Eftersom L är okänd kan inte integralen beräknas direkt. Vi kan inte heller använda Stokes’ sats direkt 

eftersom L är en öppen kurva. Men vi kan betrakta den slutna kurva 𝐿0 som består av L och linjen 𝐿1 

från punkten Q  till punkten P (notera att L är från från P  till Q, så 𝐿1 måste vara från Q  till P för att 

𝐿0 ska vara sluten, se Figur L14). 

0 1 1L L L L L

A dr A dr A dr A dr
+

 =  =  +      

Vi får 

0 1L L L

A dr A dr A dr =  −     
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Figur L14. Geometri för Övning 9.9 

 

I den första integralen kan vi använda Stokes’ sats, 

( ) ( )( ) ( )
0

ˆ ˆ ˆ ˆ2 5 5 5x y z z

L S S S

A dr A dS z e e e e dS dS S =   = + +  − = − = −     

I den andra integralen har vi 𝑑𝑟̅ = 𝑒̂𝑥𝑑𝑥, 

1

1

2

2

7
ˆ

3

P

x

L Q

A dr A e dx x dx =  = = −    

Integralen blir 

7
5

3
L

A dr S = − +  

Övning 9.10.  

Ytans rand utgörs av kurvan 𝐿1 + 𝐿´ + 𝐿2 − 𝐿′, se Figur L15. Notera att 𝐿2 är motsatt orienterad 

relativt 𝐿1. Med Stokes’ sats fås 

1 2 1 2

1 2 1 2

' ' ' '

' '

0

S L L L L L L L L

L L L L L L

rotA dS A dr A dr A dr A dr A dr

A dr A dr A dr A dr A dr A dr

+ + − −

=

 =  =  +  +  +  =

=  +  −  +  =  + 

     

     
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Figur L15. Geometri för Övning 9.10. 

 

Den första integrationen utförs längs 𝐿1, en cirkel med radie a i xy-planet. Vi har r = a, 𝜃 = 𝜃1 = 𝜋/2, 

𝑑𝑟̅ = 𝑎𝑑𝜑𝑒̂𝜑 med 𝜑: 0 → 2𝜋. Därmed fås 

1 1 1

1 1

2 2

1

0 0

1 1
ˆ ˆ ˆtan tan

2 2

tan tan 2 tan 2
2 4 4

L L L

A dr e dr e e ad
r a

d d

  

 

 


  
   

 =  =  =

= = = =

  

 

 

Den andra integralen beräknas längs 𝐿2, en cirkel med radie a parallell med xy-planet. Vi får r =

aasinα, 𝜃 = 𝛼, 𝑑𝑟̅ = 𝑎sin𝛼 𝑑𝜑𝑒̂𝜑 med 𝜑: 2𝜋 → 0. Följaktligen gäller 

2 2 1

0 0

2

2 2

1 1
ˆ ˆ ˆtan tan sin

2 2

tan sin sin tan 4 sin
2 2 2

L L L

A dr e dr e e a d
r a

d d

  

 

 
 

  
    

 =  =  =

= = = −

  

 

 

Integralen blir 

1 2

22 4 sin 2 cos
2

S L L

rotA dS A dr A dr


    =  +  = − =   . 
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Övning 9.11.  

Det är komplicerat att beräkna integralen direkt. 

Men om vi beräknar rotationen får vi 

0rotA =  

Därför har, enligt Sats (9.3), vektorfältet en potential. Så linjeintegralen är oberoende av vägen och vi 

kan ta den enklaste kurvan från start- till slutpunkten. 

Kurvan startar i t = 0 och slutar i t = /2. 

(0) (1,1,1)

( / 2) (1,1,3)

r

r 

=

=
 

Den enklaste vägen är därmed den räta linjen från (1,1,1) till (1,1,3).  

ˆ ˆ ˆ( )
' :

:1 3

x y zr u e e ue
L

u

= + +


→
 

Så 

( )
ˆ

z

dr u
e

du
=  

På vägen L’ blir vektorfältet 

( ) 2 2ˆ ˆ ˆ2x y zA u u e u e ue= + +  

och integralen blir 

( )
3 3

2 2

' ' 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 2 2 8 =  =  = + +  = =    x y z z

L L L

dr
A dr A dr A u du u e u e ue e du udu

du
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Kapitel 10 

Övning 10.1.  

Vi kan använda (10.43) för att beräkna gradienten 

 
1

ˆ ˆ ˆ
zgrad e e e

z
 

  


  

  
= + +

  
. 

Vi ser att gradienten är definierad i ett cylindriskt koordinatsystem om vi använder detta uttryck. 

 

(a) ( )
1

ˆ ˆ ˆ ˆ
zgrad e e e e

z
  

  


  

  
= + + =

  
 

(b)  ( )
( ) ( ) ( )sin sin sin1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin sin coszgrad e e e e e
z

   

     
   

  

  
= + + = +

  
 

(c) 
2 sin
sin


 



 
+ = 

 

z
grad

2 2 2

2 2

sin 1 sin sin
ˆ ˆ ˆsin sin sin

sin cos sin
ˆ ˆ ˆ2 sin cos

 

 

  
     

     

  
   

  

       
= + + + + + =     

       

   
= − + + +   

   

z

z

z z z
e e e

z

z z
e e e

 

Övning 10.2.  

Vi kan använda (10.44) för att beräkna divergensen 

 
( )1 1 z

A A A
divA

z

 


   

  
= + +

  
. 

Notera att vid användning av detta uttryck måste vektorfältet 𝐴̅ definieras i ett cylindriskt 

koordinatsystem eftersom 𝐴𝜌, 𝐴𝜑 och 𝐴𝑧 är komponenterna av vektorn i ett cylindriskt 

koordinatsystem.  För att bestämma komponenterna kan vi studera Övning 3.3.  

 

(a) ˆ 1, 0, 0  =  = = =zA e A A A  

( )
( )1 1

ˆ




  


= =


div e  

 

(b) ˆ 0, 1, 0  =  = = =zA e A A A  

( )
( )01 1 1 0

ˆ 0



   

  
= + + =

  
div e

z
 

 

(c) 
ˆ 1

, 0, 0


 
 

=  = = =z

e
A A A A  
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1

ˆ 1
0






  

 
 

   
= = 

 

e
div  

 

(d) ˆ , 0, 0   =  = = =zA e A A A  

( )
( )2

1
ˆ 2




 


= =


div e  

 

(e) ˆ , 0, 0  =  = = =zA ze A z A A  

( )
( )1

ˆ




  


= =



z z
div ze  

 

(f) 
ˆ 1

0, , 0


 
 

=  = = =z

e
A A A A  

( )ˆ 01 1 1 0
0

 

     

    
= + + =   

    

e
div

z
 

 

(g) 
2 2ˆsin 0, sin , 0     =  = = =zA e A A A

( )
( )2

2
sin1

ˆsin cos

 
   

 


= =


div e  

 

(h) 
2ˆ ˆ ˆcos sin    = + + zA e e z e  

( )
( )

2

2 2
2

cos , sin ,

cos1 1 sin
ˆ ˆ ˆcos sin

2cos cos 2 3cos 2

 

 

   

   
   

   

  

 = = =

  
+ + = + + =

  

= + + = +

z

z

A A A z

z
div e e z e

z

z z

 

 

 

Övning 10.3.  

 

Vi kan använda (10.45) för att beräkna rotationen 

 
1 1 1

ˆ ˆ ˆz z
z

A A A AA A
rotA e e e

z z

   

 



      

         
= − + − + −     

          
 

 

Notera att vid användning av detta uttryck måste vektorfältet 𝐴̅ definieras i ett cylindriskt 

koordinatsystem eftersom 𝐴𝜌, 𝐴𝜑 och 𝐴𝑧 är komponenterna av vektorn i ett cylindriskt 

koordinatsystem.  För att bestämma komponenterna kan vi studera Övning 3.3.  
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(a) ˆ 1, 0, 0  =  = = =zA e A A A  

( )
1 0 0 1 0 1 0 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ 0  



      

          
= − + − + − =     

          
zrot e e e e

z z
 

 

(b) ˆ , 0, 0   =  = = =zA e A A A  

( )
1 0 0 0 1 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ 0  

  


      

          
= − + − + − =     

          
zrot e e e e

z z
 

 

 

(c) ˆcos cos , 0, 0   =  = = =zA e A A A  

( )
1 0 0 cos 0 1 0 1 cos sin

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos   

   


       

          
= − + − + − =     

          
z zrot e e e e e

z z
 

 

(d) 
ˆ 1

, 0, 0


 
 

=  = = =z

e
A A A A  

ˆ 1 0 0 1 0 1 0 1 1
ˆ ˆ ˆ 0



 



         

               
= − + − + − =          

               
z

e
rot e e e

z z
 

 

 

(e) ˆ 0, 1, 0  =  = = =zA e A A A  

( )
1 0 1 0 0 1 1 0 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
  



       

          
= − + − + − =     

          
z zrot e e e e e

z z
 

 

(f) 
ˆ 1

0, , 0


 
 

=  = = =z

e
A A A A  

ˆ 1 0 1 0 0 1 1 1 0
ˆ ˆ ˆ 0



  
         

               
= − + − + − =          

               
z

e
rot e e e

z z
 

 

 

Övning 10.4.  

Vi kan använda (10.61) för att beräkna gradienten 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ
sin

rgrad e e e
r r r

 

  


  

  
= + +

  
. 

Vi noterar att  gradienten är definierad i ett sfäriskt koordinatsystem om vi använder detta uttryck. 

 

(a) ( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
sin

r r

r r r
grad r e e e e

r r r
 

  

  
= + + =

  
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(b)  ( )
2 2 2

2 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

sin
r r

r r r
grad r e e e re r

r r r
 

  

  
= + + = =

  
 

 

(c) ( )
( ) ( ) ( )sin sin sin1 1

ˆ ˆ ˆsin
sin

 

  


  

  
= + + =

  
r

r r r
grad r e e e

r r r

ˆ ˆsin cos  = +re e  

 

 

(d) ( )
( ) ( ) ( )sin sin sin1 1

ˆ ˆ ˆsin
sin

 

  


  

  
= + + =

  
r

r r r
grad r e e e

r r r
 

cos
ˆ ˆsin

sin






= +re e  

 

(e) 
2

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

sin
r rgrad e e e e

r r r r r r r r
 

  

         
= + + = −       

         
 

 

(f) 
2 2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

sin
r rgrad e e e e

r r r r r r r r
 

  

         
= + + = −       

         
 

 

 

(g) 
2 2 2 2

cos cos 1 cos 1 cos
ˆ ˆ ˆ

sin
 

   

  

         
= + + =       

         
rgrad e e e

r r r r r r r
 

3 3

2cos sin
ˆ

̂

 
= − −re e

r r
 

 

(h) 
2sin

cos



 

+ = 
 

grad r
r

2 2 2

2

2 2

sin 1 sin 1 sin
ˆ ˆ ˆcos cos cos

sin

sin 2sin cos
ˆ ˆ ˆcos sin

sin

 

 

  
  

  

  
 



       
= + + + + +     

       

 
= − − + 

 

r

r

r e r e r e
r r r r r r

e e e
r r

 

Övning 10.5.  

Vi kan använda (10.62) för att beräkna divergensen 

 
( ) ( )

2

2

sin1 1 1

sin sin

rr A AA
divA

r r r r



   

 
= + +

  
 

Notera att vid användning av detta uttryck måste vektorfältet 𝐴̅ definieras i ett sfäriskt 

koordinatsystem eftersom 𝐴𝑟, 𝐴𝜃 och 𝐴𝜑 är komponenterna av vektorn i ett sfäriskt koordinatsystem.  

För att bestämma komponenterna kan vi studera Övning 3.9.  
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(a) ˆ 1, 0, 0 =  = = =r rA e A A A  

( )
( )2

2

1 2
ˆ


= =


r

r
div e

r r r
 

 

(b) ˆ , 0, 0 = =  = = =r rA r re A r A A  

( )
( )3

2

1
3


= =



r
div r

r r
 

 

(c) ˆ 0, 1, 0  =  = = =rA e A A A  

( )
( )sin1 cos

ˆ
sin sin



 

  


= =


div e

r r
 

 

(d) ˆ 0, 0, 1  =  = = =rA e A A A  

( )
1 1

ˆ 0
sin


 


= =


div e

r
 

 

(e) 
1 1
ˆ , 0, 0 =  = = =r rA e A A A

r r
 

2

2 2

1 1 1 1
ˆ

   
= =   

   
rdiv e r

r r r r r
 

 

(f) 
2 2

1 1
ˆ , 0, 0 =  = = =r rA e A A A

r r
 

2

2 2 2

1 1 1
ˆ 0

   
= =   

   
rdiv e r

r r r r
 

 

(g) 
2 2ˆ , 0, 0 =  = = =r rA r e A r A A  

( )
( )4

2

2

1
ˆ 4


= =


r

r
div r e r

r r
 

 

(h) ˆ 0, , 0  =  = = =rA re A A r A  

( )
( )r sin1 cos

ˆ
sin sin



 

  


= =


div re

r
 

 

(i) ˆcos 0, cos , 0   =  = = =rA r e A A r A

( )
( )sin cos1 cos cos

ˆcos
sin sin



   


  


= =



r
div r e

r
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(j) ˆ 0, 0,  =  = = =rA re A A A r  

( )
1

ˆ 0
sin


 


= =



r
div re

r
 

 

(k) ( )2 2 2ˆ ˆ ˆsin sin sin cos    + + =rdiv r e r e r e  

( ) ( ) ( )4 2 2 2

2

2 2

sin sin sin cos1 1 1

sin sin

sin sin
4 2sin cos sin 4 2 sin cos sin

sin sin

   

   

 
     

 

  
= + + =

  

= + − = + −

r r r

r r r r

r r
r r r r

r r

 

 

.  

Övning 10.6.  

Vi kan använda (10.63) för att beräkna rotationen 

 
( ) ( ) ( )sin1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ
sin sin

r r
r

A rA rAA A A
rotA e e e

r r r r r

  
 



     

        
   = − + − + −             

 

Notera att vid användning av detta uttryck måste vektorfältet 𝐴̅ definieras i ett sfäriskt 

koordinatsystem eftersom 𝐴𝑟, 𝐴𝜃 och 𝐴𝜑 är komponenterna av vektorn i ett sfäriskt koordinatsystem.  

För att bestämma komponenterna kan vi studera Övning 3.9.  

 

(a) ˆ 1, 0, 0 =  = = =r rA e A A A  

( )
1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ 0
sin

 
  

   
= + − =  

   
rrot e e e

r r
 

 

(b) ˆcos cos , 0, 0  =  = = =r rA r e A r A A  

( )
1 1 cos 1 cos sin

ˆ ˆ ˆ ˆcos
sin sin

  

  


   

   
= + − = −  

   
r

r r
rot r e e e e

r r
 

 

(c) ˆ 0, 1, 0  =  = = =rA e A A A  

( )
( ) ( )11 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
sin

   
 

   
= − + = =  

     
r

r r
rot e e e e e

r r r r r r
 

 

(d) ˆ 0, 0, 1  =  = = =rA e A A A  

( )
( ) ( )sin1 1 cos 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
sin sin

  

 

  

    
= + − = −   

    
r r

r
rot e e e e e

r r r r r
 

 

(e) 
2 2ˆ ˆsin cos sin , 0, cos     = +  = = =r rA r e e A r A A  
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( )

( ) ( )

2

2 2

ˆ ˆsin cos

sin cos cos1 1 1 sin 1 sin
ˆ ˆ ˆ

sin sin

cos cos cos
ˆ ˆ ˆcos

sin



 

 

 

   

    

  




+ =

       
= + − + − =     

       

= − −

r

r

r

rot r e e

rr r
e e e

r r r r

e e r e
r r

 

 

Övning 10.7.  

Ett vektorfält 𝐴̅ är konservativt om dess rotation är noll, 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0̅. Se Avsnitt 9.4. 

Om det är konservativt finns det en potential 𝜙, för vilken vi kan skriva 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝐴̅. Vi kan beräkna 

potentialen med metoden vi har diskuterat i Kapitel 5 (se Övning 5.2). 

 

(a) ˆ ˆcos sinA e e  = −  (i ett cylindriskt koordinatsystem). 

Om vi använder (10.45) för rotationen, se Övning 10.3, får vi 

 

( ) ( )sin sincos 1 1 cos
ˆ ˆ ˆ

sin 1
ˆsin 0

 

   

   




 

 −  −     
= − + + − =    

       

 −
= + = 

 

z

z

rotA e e e
z z

e

 

 

Så vektorfältet är konservativt och vi kan beräkna potentialen 𝜙. 

Eftersom 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝐴̅ får vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se 

(10.43) och Övning 10.1): 

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

z z zgrad e e e A e A e A e
z

     

  


  

  
= + + = + +

  
 

Om vi jämför −komponenter fås 

( )cos cos cos ,A d F z

 
      

 

 
=  =  = = +

    

 

Om vi jämför −komponenter fås 

( )
( )( )

1 1
sin

0
cos ,1 1

cos , sin

A
F

F z F
F z



 


   

   
    

    

  
=  = −   

 =
 +   = +  = = − +

   

 

( ) ( ),F z G z =  

 

Om vi jämför z-komponenter fås 
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( )
( )( )

0

0 ( )
cos

cos

zA
z z G

G z c
G z zG

G z
z z z

 

 
  

  
=  =   

 =  =
 +   = +  = =

   

 

 

Potentialen blir alltså 

cos c  = +  

 

 

(b) 
2sin cos

ˆA e

 


=  (i ett cylindriskt koordinatsystem). 

Om vi använder (10.45) för rotationen, se Övning 10.3, fås 

 

2sin cos 1 2sin cos
ˆ ˆ 0zrotA e e

z


   


   

       
= − + =      

       
 

 

Så vektorfältet är konservativt och vi kan beräkna potentialen 𝜙. 

Eftersom 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝐴̅ får vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se 

(10.43) och Övning 10.1): 

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

z z zgrad e e e A e A e A e
z

     

  


  

  
= + + = + +

  
 

Om vi jämför −komponenter fås 

( )0 ,A F z

 
 

 

 
=  =  =

 
 

 

Om vi jämför −komponenter fås 

( )
( )

1 1 2sin cos

2sin cos
,1 1

,

A
F

F z
F z



   

    
 

 
 

   

  
=  =   

 = 
  =  =

  

 

22sin cos sin ( )F d G z    = = +  

 

Om vi jämför z-komponenter fås 

 

( )2

2

0

0 ( )
sin ( )

sin ( )

zA
z z G

G z c
G z zG

G z
z z z

 


 

  
=  =   

 =  =
 +   

= +  = =
   

 

Potentialen blir alltså 
2sin c = +  



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 89 

 

(c) ( )ˆ ˆsin sin cosrA r e e  = +  (i ett sfäriskt koordinatsystem). 

Om vi använder (10.63) för rotationen, se Övning 10.6, får vi 

 

( )
( )

2

2 2

1 sin cos 1 1 sin
ˆ ˆ

sin sin

sin cos1 sin 1
ˆ ˆ2 sin cos 2 cos sin 0



 

  

   

  
   



   
= − + +  

    

  
 + − = − =
  
 

r

r r
rotA e e

r r

r r
e r r e

r r r

 

Så vektorfältet är konservativt och vi kan beräkna potentialen 𝜙. 

Eftersom 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙 = 𝐴̅ får vi, om vi uttrycker gradienten i ett cylindriskt koordinatsystem (se 

(10.61) och Övning 10.4): 

 

 
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
sin

r r rgrad e e e A e A e A e
r r r

     

  


  

  
= + + = + +

  
 

Om vi jämför r-komponenter fås 

( )2 2 2 21
sin sin sin ,

2
rA r r dr r F

r r

 
     

 
=  =  = = +

    

 

Om vi jämför −komponenter fås 

( )
( )2 2

2 2

1 1
sin cos

1
sin ,

1 1 1 2
sin , sin cos

2



 
 

 

  


     
  

  
=  =  


 

 +     = +  = = +
   

A r
r r

r F
F

r F r
r r

 

( ) ( )0 ,  



 =  =



F
F G  

 

Om vi jämför -komponenter fås 

( )
( )2 2

2 2

1 1
0

sin sin

1
sin

1 1 1 2
sin

2 sin sin

zA
r r

r G
G

r G
r r

 

   

 


  
    

  
=  =  


 

 +     = +  = =
   

 

0 ( )
G

G z c
z


 =  =


 

 

Potentialen blir alltså 

2 21
sin

2
r c = +  
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Övning 10.8.  

Ett vektorfält 𝐴̅ har en skalär potential om det är konservativt, se Avsnitt 9.4. Vi behöver alltså 

undersöka om 𝑟𝑜𝑡𝐴̅ = 0̅. 

 

(a) ˆ( ) rA f r e=   (i ett sfäriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.63), se också Övning 10.6: 

 

( ) ( ) ( )sin1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ

sin sin

r r
r

A rA rAA A A
rotA e e e

r r r r r

  
 



     

        
   = − + − + −             

 

 

00

1 1 ( ) 1 ( )
ˆ ˆ 0

sin

f r f r
rotA e e

r r
 

  
==

   
   

= + − =      
  

 

eftersom funktionen 𝑓 beror av variabeln r och inte av variablerna   och . 

Vektorfältet är alltså konservativt. 

 

 

(b) ˆ( ) rA f e=   (i ett sfäriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.63), se också Övning 10.6:  

0

1 1 ( ) 1 ( ) 1 1 ( )
ˆ ˆ ˆ

sin sin
  

  

    
=

 
      

= + − =          
 

f f f
rotA e e e

r r r
 

eftersom funktionen 𝑓 beror av variabeln 𝜑 och inte av variablerna r  och . 

Rotationen är inte noll och vektorfältet är konservativt bara om 𝜕𝑓/𝜕𝜑 = 0, det vill säga om 

vektorfältet inte beror på 𝜑. 

 

(c) ˆ( )A f r e=   (i ett sfäriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.63), se också Övning 10.6: 

( ) ( )( ) ( )1 ( ) 1 1
ˆ ˆ ˆ

sin
r

rf r rf rf r
rotA e e e

r r r r r
 

 

     
= − + =    

       
 

Så fältet är konservativt bara om 𝜕(𝑟𝑓)/𝜕𝑟 = 0, det vill säga om 𝑓(𝑟) = 𝑐/𝑟.  

 

 

(d) ˆ( )A f r e=   (i ett sfäriskt koordinatsystem). 
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Vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.63), se också Övning 10.6: 

( ) ( )sin ( ) ( )1 1
ˆ ˆ

sin
r

f r rf r
rotA e e

r r r




 

    
= −   

    
 

Så fältet är inte konservativt. 

 

(e) ˆ( )A f e=  (i ett cylindriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.45), se också Övning 10.3: 

1 1 1
ˆ ˆ ˆz z

z

A A A AA A
rotA e e e

z z

   

 



      

         
= − + − + −     

          
 

( ) 1 ( )
ˆ ˆ 0z

f f
rotA e e

z


 

 

   
= − =   

    
 

eftersom funktionen 𝑓 beror på variabeln  och inte på variablerna z och . 

Vektorfältet är alltså konservativt. 

 

(f) ˆ( )A f e=  (i ett cylindriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.45), se också Övning 10.3: 

( ) 1 ( ) 1 ( )
ˆ ˆ ˆ

z z

f f f
rotA e e e

z


  

   

    
= − = −   

     
 

Rotationen är inte noll och vektorfältet är konservativt bara om 𝜕𝑓/𝜕𝜑 =  0, det vill säga om 

vektorfältet inte beror på  

 

(g) ˆ( )A f e=  (i ett cylindriskt koordinatsystem). 

Vektorfältet definieras i ett cylindriskt koordinatsystem, så vi måste beräkna rotationen med 

(10.45), se också Övning 10.3: 

( ) 1 ( ) 1 ( )
ˆ ˆ ˆ

z z

f f f
rotA e e e

z


    

   

      
= − + =     

       
 

Rotationen är inte noll och vektorfältet är konservativt bara om 𝜕(𝜌𝑓)/𝜕𝜌 = 0, det vill säga 

om 𝑓(𝜌) = 𝑐/𝜌.  

 

Övning 10.9.  

 

(a) Rikningsderivatan är  

ˆ
d

grad v
ds


=   med ˆ

v
v

v
= ; se Kapitel 4 formel (4.5). 

Fältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem, så vi kan använda (10.61) för att beräkna 

gradienten: 
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1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 sin sin cos sin cos

sin
r rgrad e e e r e r e r e

r r r
   

  
     

  

  
= + + = + +

  
 

I punkten P är gradienten 

2
ˆ ˆ2

2
rP

grad e e = +  

Riktningen ges av 

 
ˆ ˆ2

ˆ
5

re ev
v

v

+
= =  

 Så riktningsderivatan är 

ˆ ˆ22 2 2
ˆ ˆ2

2 5 5

r

rP

e ed v
e e

ds v








  +
=   = +  =  

 
 

 

(b) För att beräkna vinkeln kan vi använda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4. 

( )

ˆ ˆ cos 5 cos 2
cos

5ˆ ˆ ˆ ˆ2 2r

v e v e

v e e e e

 

  

 


 = = 
 =

 = +  = 

 

 

 

(c) 
2 1 3

ˆ ˆ ˆ ˆ2
2 2 2

r x yP
e e e e = + = +   (uttryck ˆ ˆ ˆ, ,re e e 

i ett kartesiskt koordinatsystem) 

5
ˆ

2P
w  =  

𝑤̂ borde vara parallell med xy-planet, så 𝑤̂ = 𝑎𝑒̂𝑥 + 𝑎𝑒̂𝑦 med √𝑎2 + 𝑏2 = 1    

Vi får alltså följande ekvationssystem att lösa: 

( )

2 2

1 3 1 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2 2
ˆ ˆ33 1

ˆ1  and a
10 10 10

5
ˆ

2

x y x yP

x y

P

w e e ae be a b

e e
a b b w

w





 
  = +  + = +  

  
+

+ =  = =  =

  =



 

  

Övning 10.10.  

Temperaturen definieras i cylinderkoordinater, så vi kan beräkna gradienten med  (10.43). 
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(a) 
1

ˆ ˆ ˆ
z

T T T
gradT e e e

z
 

  

  
= + + =

    

( )( ) ( ) ( )2ˆ ˆ ˆ2 1 cos 1 sin 1 1 cos zz e z e e      = + + − + + +  

(b) Den största temperaturvariationen ges av absolutvärdet av gradienten. På 𝜑 = 𝜋/2, 𝑧 = 0 har 

vi  

 
2ˆ ˆ ˆ2 zT e e e    = − + . 

 Så den största temperaturvariationen för 𝜑 = 𝜋/2 och 𝑧 = 0 är 

 
2 45T   = +  

(c) Temperaturen ökar snabbast i riktningen av gradienten. I punkten P: 𝜌 = 1, 𝜑 = 𝜋/2 och 𝑧 =

0 har vi 

ˆ ˆ ˆ2M zP
T e e e  =  = − +   med 𝜑 = 𝜋/2 

(d) Eftersom vi befinner oss i planet z = 0 får vi 𝑣1 = 𝑎𝑒̂𝜌 + 𝑏𝑒̂𝜑. För att temperaturändringen ska 

vara 1 längs 𝜈̂1 måste det gälla att 

1̂ 1
P

T   =  

Så 

( ) 2 2

2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ2 1 2z

ae be
e e e a b a b

a b

 

 

+
− +  =  − = +

+
 

Till exempel kan vi ha 𝑎 = 0, 𝑏 = −1 så en riktning är 

1̂ ê = −  

(e) För att beräkna vinkeln kan vi använda metoder vi diskuterade i Avsnitt 1.4: 

( )1

1 1 0

ˆ 2, 1,1 (0, 1,0) 1 1
arccos

ˆ ˆ 6cos 6 cos

M

M

 


     

 = −  − = 
 =

 = = 

 

 

Övning 10.11.  

Vi ska beräkna flödet genom en sfär. Ytan är sluten och fältet är kontinuerligt deriverbart. Så vi kan 

använda Gauss’ sats, se Avsnitt 8.3 (här kan även integrationen utföras direkt, utan Gauss’ sats). 

 ( )
S V

v dS div v dV =   

Om vektorfältet definieras i ett sfäriskt koordinatsystem kan vi beräkna divergensen med (10.62): 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1 1 1
sin

sin sin
rdiv v r v v v

r r r r
 

   

  
= + +

  
. 

Vi får 
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( ) ( )

( )

4
3 2

2

3 2
2

2

1 1
cos 2 sin sin

2 sin

1 2 sin
3 4 cos sin 3 2 cos 2 cos 3

2 sin

r
div v r r

r r r

r r
r r r

r r

  
 


   

 

  
= − + = 

  

  
= − + = − + = 

 

 

Flödet blir därmed  

 
3 3

0 0

4
3 3 4

3


 = = = 

S V

v dS dV R R . 

 

Övning 10.12.  

Ett vektorfält är konservativt om dess rotation är noll. Fältet definieras i ett cylindriskt 

koordinatsystem så vi kan beräkna rotationen med (10.63): 

( )

( )2

ˆ ˆ ˆ

coscos (2 sin 1) (2 sin 1)
ˆ ˆ ˆ

cos
ˆ ˆ ˆ0 0 2 cos 2 0

z z
z

z

z

EE E EE E
E e e e

z z

e e e
z z

e e e

  

 

 

 



      

      

   

 
 

 

       
  = − + − + − =               

   +  +   
 = − + + − =             

 
= + + − = 

 

  

Rotationen är noll; fältet är alltså konservativt. 

Eftersom fältet är konservativt finns det en potential 𝜙 som ges av 𝐸̅ = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜙. Så vi kan beräkna 

linjeintegralen med hjälp av potentialen (se Sats 6.4), 

( ) ( )b a

L

E dr r r  = −  

För att beräkna potentialen kan vi använda samma metod som i Övningarna 5.2 och 10.7. Eftersom 

fältet uttrycks i ett cylindriskt koordinatsystem kan vi använda gradienten med (10.43): 

( )

1
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 sin 1 cos 0
z

z

z z z

E
EE

E e e e
z

E E e E e E e e e e



 

     

  


  

   
=

==

  
=  = + +

  

= + + = + + +
 

Om vi jämför −komponenter får vi 

( ) ( ) 22 sin 1 , , 2 sin 1 sin ( , )E r z d F z

 
          

 

 
=  + =  = + = + +

    



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 95 

 

Om vi jämför −komponenter får vi 

1 1
cos

1 ( , )
0 ( , ) ( )  

1 1 ( , )
    cos

E
F z

F z G z
F z



 
 

    


   
 

   

  
=  =   

 =  =
  = +

  

 

( ) 2, , sin (z)r z G     = + +  

Om vi jämför z−komponenter får vi 

0
( )

0 ( )
( )

       

zE
G zz z

G z c
G z z

z

 





  
=  =    

 =  =
  =
  

 

Så potentialen är 

( ) 2, , sinr z c    = + +  

För att beräkna integralen har vi 

: 0, 0,

: , / 2, 0

C : 0, 0,

 

  

 

= = = −

= = =

= = =

a a a

b b b

c c c

A z R

B R z

z R

 

2( ) ( ) och ( ) ( ) 0    = − = +  = − = 
B C

b a c c

A A

E dr r r R R E dr r r  

 

Övning 10.13.  

(a) ( ) ˆv r e=  

(b) Ett vektorfält 𝑣̅ har en vektorpotential 𝐴̅ om 𝑑𝑖𝑣(𝑣̅) = 0, se Sats 9.4. 

( ) 0div v v rotA=  =  

Vi ska beräkna divergensen i ett cylindriskt koordinatsystem. Med hjälp av (10.44) kan vi skriva 

( )
( )1

0div v


 


= =


 

 Divergensen är noll så vektorfältet kan ha en vektorpotential. 

 

(c) Vektorpotentialens definition är  

v rotA=  
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så vi måste uttrycka rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem. Med (10.45) och uttrycket 

𝐴̅ = 𝑓(𝜌, 𝜑, 𝑧)𝑒̂𝜌 kan man skriva 

1 1 1
ˆ ˆ ˆ

1
ˆ ˆ

z z
z

z

A A A AA A
rotA e e e

z z

A A
e e

z

   

 

 





      

 

         
= − + − + − =     

          

 
= −

 

 

och från vektorpotentialens definition fås därmed 

ˆrotA e=  

 Så,  

( )

( )
0

ˆ

 

ˆ
 




 

  

 
=   

 = +
 =  = +

 

f
f

A ze F e
f

f

oberoen

F

de av

z
z
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Kapitel 11 

Övning 11.1.  

 

(a) ( ) ( )grad A B A B =    

(b)  ( ) ( )div B grad B  =    

(c) grad grad    =    

(d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2rot rotA grad divA A A A A =     =     

(e) ( ) ( ) ( ) ( )2div grad grad rotA A A      =     =      

 

Övning 11.2.  

(a) ( ) 0A  =  

Vi kan använda nablaräkning och därefter trippelprodukten:

( ) ( ) ( )a b c b c a c a b  =   =   . 

Vi får 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

trippelprodukter

A A n n a a n n

=

 
 

  =   =   =   = = 
  

 

 

(b) ( ) ( )A A A   =   +   

Med nablaräkning fås 

( ) ( ) ( )A A A   =  +  =  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

                             ”.”     

                                              

             

.

  


=  +  =



 +  =


=  +  =



=

Nu flyttar vi fältet med efter

Om vi använder vektora

n ca n ca n

nc a cn a

nc

lgebraregler

a c a

fås

n

 

( ) A A =   +   

 

(c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A B A A B A B  =  −  −  +   

För bevisa detta uttryck använder vi bac-cab regeln, ( ) ( ) ( )a b c b a c c a b  =  −  . 

Vi börjar med nablaräkning 

( ) ( ) ( )A B A B A B  =   +  =  
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

    

         ”.”   

   

 


=   +   =



=  −  +  −  =

=  −  +  −  =


=  −  +  −  =

−



Vi använder här bac cab regeln

Nu flyttar vi fältet med efter

n a b n a b

a n b b n a a n b b n a n

n b a b n a a n b n a b

b n

Om vi använder

vektoralgebraregl

a b n a a n b a n

e

b

r fås

( ) ( ) ( ) ( )=  −  −  + B A B A A B A B  

 

 

(d) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B B A A B  =  +  +   +    

Vi börjar med nablaräkning 

 

( ) ( ) ( )  =   +  =A B A B A B  

 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

            . 

     

       

     

          




=  +  =








  =  − 

 =  −  

 =  −   =  + 

−



Vi måste uttrycka produkten på ett annat sätt

Vi kan använda bac cab re

n a b n a b

n a b

a b c b a c c a b

c a b b a c a b c

n a b b a n a

ge

b n a n b a n b

ln

eller

Så får vi

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

        

                                 


 =  =  −   =  +  




=  +   +  +




  =



Om vi använder

n a b n b a a b n b a n b n a b n a

b n a b n a a n b a n

dessa uttry

b

ck få

 

( ) ( ) ( ) ( )B A A B B A A B=  +  +   +    
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Övning 11.3.  

(a) ˆ( ) rr e
r





 =


 

Vi kan använda (10.61) 

1 1
ˆ ˆ ˆ

sin
re e e

r r r
 

  


  

  
 = + +

  
 

Eftersom 𝜙(𝑟) bara beror på variabeln 𝑟, är derivatorna med avseende på 𝜃 och 𝜑 noll. Vi får  

ˆ( ) rr e
r





 =


 

(b) ( )a r a  =  

Vi kan använda (11.26): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a r r a a r r a a r  =  +  +   +   =  

={Alla termer med derivator av 𝑎̅ är noll eftersom 𝑎̅ är en konstant vektor. Kvar blir}= 

( ) ( )a r a r=  +   =  

={Men ∇ × 𝑟̅ = 0̅ som framgår av (10.63), vilket ger} = 

( )

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ

x z
y

x y z

x y z x x y y z z

e ee

a r A A A r
x y z

r r r
a a a a e a e a e a

x y z
= ==

   
=  = + + = 

   

  
= + + = + + =

  

 

 

 

(c) ( )( ) ( )3
d

r r r r
dr


   = +  

Med (11.22) får vi 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3
10.5ˆ

11.3

ˆ 3

ˆ ˆ 3 3




   

 
 

=


=



  =   +  =  + =




=  + = +



r

r

övning be
r

övning a

r r

r r r r r r e r r
r

d
e re r r r

r dr

 

(d) ( ) 0a r  =  

Med (11.24) har vi 

( ) ( ) ( )
0 0

0a r r a a r

= =

  =   −   =  

 

(e) ( )( ) 2r a r a r   = −   

Vi börjar med uttrycket (11.24): 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
0

r a r r r a r a r r r a

=

   =    −    =    =  
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={Vi fortsätter med (11.25) och använder resultaten i Övningarna 

11.3(b) och 10.5(b)}= 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 0 0

3 2

a

r a r a r r a r a r a a a r

= = = =

 
 =   −  −  +  =  − = − 
 
 

 

 

(f) ( )( ) 0r r =  

Med (11.23) har vi 

( )( ) ( )
0

0
ˆ

övning 11.3(a)

ˆ ˆ ˆ 0

r

r r r

d
e

dr

d d
r r r r r e r e re

dr dr


 
  

=
=

=

 =   +  =  =  =  

 

 

(g) ( )( )a r b b a   = −   

Vi kan använda bac-cab regeln för att få 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

a r b b a r b r a

r b a a b r r b a a b r

   = −   =    =

=   −  =   −  =
 

= {Därefter använder vi (11.23)} = 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )

0 0
0

övning 11.3(b)

= =
=

=

=    +   −    −   =

= −    = − 

b

b a r b a r b r a b r a

b r a b a
 

(h) ( )a r a =  

( )

( )

( , , ) ( , , ) ( , , )

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1) ( ,0,0) (0, ,0) (0,0, ) ( , , )

x y z x y z

x y z

x y z x y z x y z

r r r
a r a a a r a a a

x y z x y z

x y z x y z x y z
a a a

x y z

a a a a a a a a a a

        
 = + + = + + =   

        

   
= + + = 

   

= + + = + + = =

 

 

Övning 11.4.  

Vi vill ha vektorn 𝐴̅ parallell med ortsvektorn 𝑟̅. Vi måste alltså beräkna k så att 𝐴̅ × 𝑟̅ = 0̅ 

Först använder vi (11.23) för att förenkla 𝐴̅. Vi har 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )k k kA r r c r r c r r c=   =    +    

Gradienten av 𝑟𝑘 kan beräknas med (10.61): 
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1

0 0

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

sin

k k k k
k k

r r r

r r r r
r e e e e kr e

r r r r
 

  

−

= =

   
 = + + = =

   
 

Rotationen av  𝑟̅ × 𝑐̅ kan beräknas med (11.25): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 0 0

se övning 11.3(b) se övning 10.5(b)

2

c

r c c r c r r c r c c

= = = =

  =  −  −  +  = −   

Därmed har vi 

( )( ) ( ) ( )1ˆ ˆ ˆ2 2k k k k k

r r rA r r c kr e r c r c kr e e c r c−=   =   − =   −  

Om vi använder bac-cab regeln fås 

( ) ( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
r r r r r r r re e c e e c c e e e e c c

=

  =  −  =  −  

( )( ) ( )

( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ 2

k k k k k

r r r r

k k

r r

A kr e e c c r c kr e c e kr c r c

kr e c e k r c

=  − − =  − − =

=  − +
 

Vi vill beräkna k så att 𝐴̅ × 𝑟̅ = 0̅; 

( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ 2 2k k k

r rA r kr e c e r k r c r k r c r

=

 =   − +  = − +   

Följaktligen måste vi välja 𝑘 = −2. 

 

Övning 11.5.  

Vi börjar med att notera kan vi skriva integranden på följande sätt med hjälp av bac-cab regeln: 

 ( ) ( ) ( )r B dr B r dr B r dr  =  −   

En sluten ledare, som genomflyts av en elektrisk ström med styrkan I, befinner sig alltså i det 

homogena magnetfältet 𝐵̅ (=konstant vektor). Kraftmomentet på ledaren är  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
L L L L

M I r B dr I B r dr B r dr I B r dr I B r dr = −   = −  −  = −  +       

Dessvärre kan vi här inte tillämpa Stokes’ sats, eftersom integranden inte är av typen 𝑣̅ ∙ 𝑑𝑟̅. Men vi 

kan ta i:e komponenten av kraftmomentet för att få en integrand som har rätt form för Stokes’ 

theorem: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ) ( ( ) )

      

      

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

i i i i i

L L L L
this is a vector this is a vector

i i

S S
this is a scalar this is a scalar

e M I e B r dr I e B r dr I e B r dr I B r e dr

I e B r dS I B r e dS

 = −   +   = −   +   =

= −    +   

   

 
 

 

Nu kan vi använda (11.23) 
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 ( ) ( )A A A   =   +   

för att förenkla integranden. Den första termen ger 

 ( )( ) ( ) ( )
0

0

ˆ ˆ ˆ 0i i ie B r e B r e B r
=

=

  =    +   =  

eftersom 𝐵̅ är konstant, så gradienten av 𝐵𝑖  är noll. Vidare har vi sett i Kapitel 10 att ∇ × 𝑟̅ = 0̅. 

För den andra termen gäller 

 ( )( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i iB r e B r e B r e B e

=

  =    +   =   

där vi har använt Övning 11.3(b) och det faktum att 𝐵̅ är konstant. 

Vi får därmed 

 

( ) ( )

( ) ( )
       

tan  

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

i i i

S Strippel produkt

i i i

S S SB är en
kons t vektor

e M I B e dS Ie dS B

Ie B dS Ie B dS e IB dS

 =   =   =

 
= −   = −   =  −  

 

 

  
 

vilket ger 

 
S

M IB dS= −    

 

Övning 11.6.  

Elektriska fältet 𝐸̅ har den skalära potentialen Φ och det magnetiska fältet 𝐵̅ har vektorpotentialen 𝐴̅.  

Vi kan därmed skriva 

 
E

B A

= 

= 
 

 

Påstående (a): Φ(𝑟̅) = Φ0 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡. Med hjälp av (11.22) fås 

 ( )
0

  11.2( )

E A
se övning a

B B B B E A E B
= = =

  =  +  =  +   =   

 Med Gauss’ sats kan vi skriva 

 

( )
0

0

' '

0 0

' 0
(11.16)

0

V V S SGauss sats Gauss sats
på S

V VAGauss sats
se

E BdV B dV B dS B dS

B dV A dV

=

= =

 =    =   =   =

=    =    =

   

 
 

Påstående (b): 𝐸̅ är parallell med normalen 𝑛̂ överallt på 𝑆. Vi kan skriva 𝐸̅ × 𝑑𝑆̅ = 0̅ på ytan 𝑆.  

 Med hjälp av (11.24) fås 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A E E A A E E A A E A E  =   −      =   +    
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 Med Gauss’ sats får vi 

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
0 0

(11.15)

0

V V VA

S V S
A E dS

se
trippelprodukter

E B dV E A dV A E A E dV

A E dS A dV A E dS

=

= ==  

  =   =   +   = 

=   +   =   =

  

  
 

Påstående (c): 𝐵̅ är vinkelrät mot  𝑛̂ överallt på 𝑆. Vi kan alltså skriva 𝐵̅ ∙ 𝑑𝑆̅ = 0 på ytan 𝑆.  

 Med hjälp av (11.22) fås 

 ( )
0

(11.16)

E A
se

B B B B E A E B
= = =

  =  +  =  +   =   

 Gauss’ sats ger 

 ( )
0

'

0
V V SGauss sats

E BdV B dV B dS
=

 =   =   =    

 

 

Övning 11.7.  

 

(a) Vi använder nablaräkning och bac-cab regeln.  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

A A A A A A A A

a n a a n a

n a a a a n a a n n a a

n a a a n a n a a n a a

A A A A A A A A

A A A A A A A A A A A A

=

  −   =   −  

=   −   =

=  −  −  −  =  

=  −  −  +  =

=   −  −   +   =

=   −   −  +   =  − 

 

(b)  

( )( )2 2 2ˆ ˆ ˆ 2 0x y zA xze yze x y z e z z z  =   + + + − = + − =  

( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

( )( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

   
 = + + + + = 

   

   
= + + + − + + + − = 

   

  + + + −
= +




 + + + −
+ +



x y z x x y y z z

x y z

x y z

x y z

A A A A A A e A e A e
x y z

xz yz x y z xze yze x y z e
x y z

xze yze x y z e
xz

x

xze yze x y z e
yz

y
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( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

3 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ2

 + + + −
+ + − =

 


= + + + +

x y z

x y z

xze yze x y z e
x y z

z

x xy e x y y e z e

 

Så, 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ2x y zA A A A x xy e x y y e z e  −   = − + − + −  

 

 

Övning 11.8.  

 

( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )

3 3

med
(11.23)

3 3

med
(11.23)

1

1 1

   
    
  =    = 
   
    

 
  =     +    =

   
 

vektorskalär
vektorskalär

vektor
skalär skalär

skalär vektor

a r b r
a r b r

r r

a r b r a r b r
r r

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )

5 3

med
(11.23)

5 3

med
(11.23) 11.3( )

5 3 3

3 1

3 1

3
.

=

 
  = −    +    =

   
 

 
 

 = −    +     +    =  
 
 

  
 = −    + +  
 

skalär vektor

a
se övning b

r
a r b r a r b r

r r

r
a r b r a r b r a r b r

r r

a b r a rr
a r b r b r

r r r
 

Vi kan beräkna sista termen med (11.25): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 30

 är konstant  är konstant

2

b
b b

b r r b r b b r b r b

= == =

  =  −   −  +   =  

Uttrycket blir 
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( )( )
( )( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3 5 3 3

 regeln

5 3 3

 regeln

5 3 3

5 3 3

 re

3
2

23

33

3 3

bac cab

bac cab

bac cab

a r b r a b r a rr
a r b r b

r r r r

b a r r a b b a rr
a r b r

r r r

r a bb a rr
a r b r

r r r

r a ba r r b a r
b r

r r r

−

−

−

     
   = −    + + =
 

  

 −  
 = −    + + =
 


 = −    + − =
 

 
= −   + − =

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( ) ( )

2

geln

5 3 3

 regeln

2

5 5 3 3

3 3 5 3

0

5 3

3 3

3 3 3

3 3 3

3

bac cab r

r a ba r b a r
b r r r r b

r r r

r a ba r a r b a r
br r r b

r r r r

r a ba r b a r a r
b r r b

r r r r

a r r b a b r
r

r r

− =

=

   
 = −  −  + − =
 
 

  
= − +  + − =

  
= − + +  − =

  
= −

 

 

 

Övning 11.9.  

För att 𝐴̅ ska bli en vektorpotential för 𝐵̅0 måste det gälla att 𝐵̅0 = ∇ × 𝐴̅. Vi börjar med att beräkna 

rotationen. Nablaräkning ger 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

0 0

(11.25)0
(11.15)

0 0 0 0

(11.25) 3 0 0
 är konstant  är konstant

0 03

med

se

med

B B

A kr B k r B

k B r kB r k r B k r B

k B r kB

=

= = =

 =   +  =   +   =

=  −  −  +  =

=  −

 

Vi kan nu beräkna  ( )0B r  direkt: 
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( )

( )

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , )
( , , )

(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)

x y z x y z

x y z

x y z x y z x y z
B r B B B x y z B B B

x y z x y z

B B B B

        
 = + + = + + =   

        

= + + =

 

Vi får 

02A kB = −  

och 𝐴̅ blir en vektorpotential för 𝐵̅0( 𝐵̅0 = ∇ × 𝐴̅) om 𝑘 = −1/2. 

 
Övning 11.10.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom ytan inte är sluten. Men vi kan sluta ytan genom att 

introducera en ny yta S*;  

2 2 2

0

*:

ˆ ˆ
z

z

S x y R

n e

=


+ 
 = −

 

På den slutna ytan S + S* kan Gauss’ sats tillämpas. Vi behöver emellertid subtrahera flödet genom S*. 

Med A =  fås 

 
( )

* * * *

* * *
0

S S S S S S S

V S V S S

A dS A dS A dS A dS A dS A dS

AdV A dS dV A dS A dS

+

=

 =  +  −  =  −  =

=  −  =   −  = − 

     

    
 

Med användning av (11.24) har vi 

 ( ) ( ) ( )
0 0

(11.15) (11.15)

0

se se
= =

  =    −  =  

Nu ska vi beräkna A =  . Vi börjar med gradienterna  

 ( )ˆ ˆ ˆ2( ) x y zx y z e e e = + + + +  

 ˆ ˆ ˆ4 2 2x y zxe ye ze = − −  

 
( )

( ) ( )

2 2

2 2 2 2

ˆ4

ˆ ˆ4 2 2 3 4 2 3 2

x

y z

A xy xz y z e

x xy xz yz z e x xy xz y yz e

=  = − + − +

+ + + + + + − − − − −
 

Integralen blir 
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 ( ) ( )2 2

* * *

ˆ 4 2 3 2z

S S S S

A dS A dS A e dS x xy xz y yz dS = −  = −  − = − − − − −     

Integralen beräknas enklast med parametrisering: 

 

cos

sin

0

: 0

: 0 2

 

 



 

  

=


=


=
 →


→

=

x

y

z

R

dS d d

 

Resultatet blir 

 43 = −
S

A dS R .  

 

Övning 11.11.  

Gauss’ sats kan tillämpas eftersom singulariteten i origo ligger utanför ytan. Med hjälp av Gauss’ sats 

(8.4) kan vi skriva 

S V

A dS AdV =    

Först beräknar vi divergensen: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

2

2 2 2

5 5 5 5

(11.22)

2

5 4

(11.22)

11.3(b)

2

2

5 4

(11.22)

1
ˆ2

1
ˆ2

skalär
vektor

r

a
övning

r

a r r r r
A r a r a r a r

r r r r

r
a r a r a r e

r r

a r
a r e

r r

=

 
          =  =    =    +    =               

 

   
=     +    =   

   

  
= +    

 
( )

2

4

1
ˆ

ra r e
r

+   

 

Vi kan beräkna ∇ ∙ 𝑒̂𝑟 med (10.62); 

( )2

2

1 2
ˆ

r

r
e

r r r


 = =


 

och gradienten ∇𝑟−4 med (10.61); 
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4 4 5

1 1 1
ˆ ˆ4r re e

r r r r

   
 = = −   

   
 

Därmed blir ∇ ∙ 𝐴̅ 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2

5 5 4

2 2 2

5 5 5

1 1 2
ˆ ˆ2 4

2 4 2 0

r r

a r
A a r e e a r

r r r r

a r a r a r

r r r

  
  = +  −  +  = 

 

  
= − + =

 

Integralen blir 

0
S V

A dS AdV =   =   

 

Övning 11.12.  

Vi börjar med att använda (11.24): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2vektor avektor b

se nedan se nedan

A r a r b r b r a r a r b r

= =

 
  =     =    −   
 
 

 

Använd nu (11.25): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 3

3 2

a
a är konstant a är konstant

a r r a r a a r a r a a a

= = = =

  =  −  −  +  = − + =  

På motsvarande sätt fås 

( ) 2b r b  =  

Vi får 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2 4 4

4

  =   −   =   −   =

= −   −   = −   = −   =

=  

trippelprodukter

trippelprodukter

A r b r a a r b r a b a r b

a r b a r b a r b b a r

a b r

 

Övning 11.13.  

Vi kan använda Stokes’ sats 
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( ) ( )
C S

A r dr A r dS  =      

Först beräknar vi rotationen. Med hjälp av (11.25) fås 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3A

A r r A r A A r A r

==

  =  −  −  +   

𝐴̅ är inte en konstant vektor, så vi måste beräkna ( )r A  och ( )r A . 

Genom direkt räkning får vi 

( )

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2ˆ ˆ ˆ3 3 3 3 3 3 3

      
 = + + = + + = 

      

= − + − + − =x x x

A A A
r A x y z A x y z

x y z x y z

y y z z e z z x x e x x y y e A

 

0A =  

Alltså blir  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33 0

5

A A

A r r A r A A r A r A

== = =

  =  −  −  +  =  

Eftersom cirkeln ligger i planet 𝑧 = 𝑧0 och genomlöps i positiv led har vi 𝑑𝑆̅ = 𝑒̂𝑧𝑑𝑆. Integralen blir 

( ) ( )3 3ˆ5 5 5 5 0z z

C S S S S

A r dr A dS A e dS A dS x y dS  =  =  = = − =    
 

Integralen är noll på grund av symmetrin i problemet. 

 

Övning 11.14.  

Vi vill beräkna ( ) ( )r r   +   . 

Vi börjar med den första termen 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2(11.25) 3

23

r r r r r

r r

 

    

   

= = =

  =   −   −   +  =

=  −  −   + 
 

Vidare fås 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

(11.26) 0 0
(11.15)

r r r r r

r



    

 

= = =

  =   +   +    +   =

=  +  
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Uttrycket blir 

( ) ( ) ( ) ( )2

2

3r r r r r

r

       

 

  +   =  −  −   +  +  +   =

=  − 
 

 

Övning 11.15.  
Vi kan använda (11.18) och får 

( )

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
( ) ( ) 2

ˆ ˆ( ) ( )

x y z x y z

x y x y x y

y x

B B B
A B a a a B a a a

x y z x y z

ye bxe ye bxe ye bxe
x y x y z

x y z

x y be x y e

      
 = + + = + + = 

      

 +  +  +
= + + − + =

  

= + + −

 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z x y z

x y z x y z

x y x y x y

A A A
B A a a a A b b b

x y z x y z

x y e x y e ze x y e x y e ze
y bx

x y

y e e bx e e y bx e y bx e

      
 = + + = + + = 

      

 + + − +  + + − +
= + =

 

= + + − = + + −

 

Uttrycken ska vara ortogonala, så 

( )( ) ( )( ) 0A B B A   =  

Vi får 

( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 0y x x yx y be x y e y bx e y bx e+ + −  + + − =  

I punkten 𝑃: (1, 2, 3) fås 

23 5 2 0b b− + − =  

De möjliga lösningarna fås därmed från 

23 5 2 0b b− + − =  

Två vektorfält ges av 𝑏 = 1 eller 𝑏 = 2/3. 
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Kapitel 12-13 

Övning 12.1.  

 

(a) ( )a b c  

( ) ( )i j j ii i

j j

a b k

kc kc a b c a b c

a b a b

 =
  =   =  


 = 

 

(b) ( )a b c   

( )

( )

( )ijk j k ijk klm j l mi i

k klm l mk

b c v

a v a v a b c a b c

v b c b c

  




 =


   =    =  


=  = 

 

 

(c) ( ) ( )a b c d    

( )

( )

( )

( ) ( )   






 = 


 = 

   =     =  


=  = 


=  = 


ijk j k ijk jlm kno l m n oi i

j jlm l mj

k kno n ok

a b v

c d w

v w v w a b c d a b c d

v a b a b

w c d c d

 

 

(d) ( )a b r c   

( )
( )

i i

jkl i i k l
j

jkl k lj

a b a b
a b r c a b r c

r c r c




 =      =   = 

 

 

(e) ( )
2

c a b  

( )
( )

2

2

ijk j ki

ijk l l j k
i

l l

a b a b
c a b c c a b

c c c c c




 =     =  
=  = 

 

 

(f) ( )a b  

( ) ( ) ,i j i ji
a b a b a b  =  =   
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(g) ( )a b   

( )

( ) ( ), ,i i ijk j k i

i ijk j ki

a b v

v v a b a b

v a b a b






 = 


  =     =


=  = 

 

 

(h) ( )a b   

( ) ( )( ) ( ), ,



 

 =


 =    =


 = 

i j ji ii

j j

a b

a b a b

a b a b
 

(i) ( )a b   

( )

( ) ,

,

i i ijk k j i

i ijk k ji

a v

v b v b a b a b

v a a





 =


 =    =


=  = 

 

 

(j) ( )a b   

( )
( )

( )

( ) ( ), ,ijk k j ijk klm l mi ji

k klm l mk

v a b

v v a b a b

v a b a b

  



= 

   =    =  


=  = 

 

 

(k) ( ) ( )a b    

( )

( )

( ) ( ) , ,

,

,

 






 = 

 =


  =     =  


=  =

=  =


i i ikl imn l k n m

i ikl l ki

i imn n mi

a v

b w

v w v w a b a b

v a a

w b b

 

 

(l) ( )A   

( ) ( )( ) ( ), j , , j

,



 

  =


 =     =


  = 

i ij j

i i

A

A A

A A
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Vi har också ( )( ) ( ), ,
  = j i jj

A A , vilket kan visas direkt:  

( )

2 2 22 2 22 2 2

, ,

yx z

y y yx x xz z z

AA A
A

x y z

A A AA A AA A A

x x x y x z y x y y y z y x z y z z

  
  =  + + = 

   

       
= + + + + + +                    

 

Nu kan vi ta första komponenten av ( ), ,j i j
A , så i = 1: 

 

( ) ( )
3 3 3

31 2
,1 ,1, ,

1 1 11 1 2 3,

22 2

j j

j jj j
j j j jj

y yx xz z

A A AA A
A A

x x x x x x x x x

A AA AA A

x x y x z x x x x y x z

= = =

              
= = = = + + =         

               

             
= + + = + +                             

  
 

som är samma uttryck som i första komponenten av uttrycket för ( )A  . 

 

(m) 
2 A  

Detta är vektoriella Laplaceoperatorn (se Kapitel 14): 

( )
2 2 2

2

2 2 2

A A A
A A

x y z

  
 =  = + +

  
 

så x-komponenten är  

( ) ( )
2 2 2

2 2

2 2 2

x x x
xx

A A A
A A

x y z

  
 =  = + +

  
 

Vi kan visa med direkt beräkning att ( ) ( )2

1, ,j jx
A A = : 

 

( ) ( )
3 3 3

1 1 1 1 1
1, 1,, ,

1 1 1 1 1 2 2 3 3,

2 2 22 2 2

1 1 1

2 2

1 1 2 2 3 3

j jj j
j j jj j jj

x x x

A A A A A
A A

x x x x x x x x x

A A AA A A

x x x x x x x y

= = =

               
= = = = + + =                           

            
= + + = + +        

               

  

2z

 
 

 

 

Detsamma gäller för y- och z-komponenterna. 

Vi har därmed 

( ) ( )2

i, ,j ji
A A =  

 

 

Övning 12.2.  

Vi använder resultaten från Övning 12.1(b) för att skriva 𝑎̅ × (𝑏̅ × 𝑐̅) med indexnotationen 

 

 ( ) ijk klm j l m
i

a b c a b c    =
 
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Därefter kan vi uttrycka 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑘𝑙𝑚 med (12.17): 

 
ijk klm il jm im jl     = −  

Vi får 

 ( ) ( )            = = − = −
  ijk klm j l m il jm im jl j l m il jm j l m im jl j l m

i
a b c a b c a b c a b c a b c  

Nu kan vi förenkla uttrycket med hjälp av (12.19); 𝛿𝑖𝑗𝑝𝑖 = 𝑝𝑗. Exempelvis har vi 

 il l ib b =  

 
jm m jc c =  

 
im m ic c =  

 
jl l jb b =  

Uttrycket blir 

 ( ) il jm j l m im jl j l m j i j j j i
i

a b c a b c a b c a bc a b c      = − = −
 

 

Från (12.11) kan vi se att 𝑎𝑗𝑐𝑗 = 𝑎̅ ∙ 𝑐̅ och 𝑎𝑗𝑏𝑗 = 𝑎̅ ∙ 𝑏̅, så vi får 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i

a b c a c b a b c b a c c a b   =  −  =  − 
 

 

Om vi undertrycker index i får vi 

 ( ) ( ) ( )a b c b a c c a b  =  −   

 

 

Övning 12.3.  

(a) 
ij ijk   

Vi kan använda (12.19), 𝛿𝑖𝑗𝑎𝑖 = 𝑎𝑗. Vi får 

0ij ijk jjk  = =  

eftersom permutationssymbolen är noll om någon av i ,j, k är lika, se (12.14) och följande text. 

 

(b) 
ijk ljk   

Vi kan använda (12.17), 

 
ijk klm il jm im jl     = −  

I (12.17) är index k sista index i den första permutationssymbolen och första index i den andra 

permutationssymbolen. Men i 𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑙𝑗𝑘, är k sista index i den andra permutationssymbolen.  

Vi kan skriva 

 
ljk klj =  

och får 

3

3 2

îl

ijk ljk ijk klj il jj ij jl il il il



          

=

= = − = − =  

där vi har använt (12.18) och (12.19).  

 

Övning 12.4.  

 

(a) ( ) ( ) ( )     =  +   
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Gradienten kan skrivas med indexnotation som (∇𝑎)𝑖 = 𝑎,𝑖 , se (12.20), där ”,” betecknar 

derivatan. Vi kan skriva 

( )       ( ) ( )
, , , i ii i ii

          = = + =  +     
 

 

(b) ( ) ( ) ( )A B B A A B   =   −    

Divergensen kan skrivas med (12.21) enligt ∇ ∙ 𝑣̅ = 𝑣𝑖,𝑖. Därmed fås 

 

( )
( ) ( ) ( ), , ,i i ijk j k ijk j ki i

i ijk j k
i

A B v

v v A B a b a b

v A B a b

 




 = 


 =    = =


=  = 

 

där vi har flyttat permutationssymbolen utanför parentesen eftersom 𝜀𝑖𝑗𝑘  är en konstant (kan 

bara vara 1, 0,  eller -1).  

Eftersom ”,” spelar rollen av derivata kan vi skriva 

 ( ) ( ) ( ), , , ,,ijk j k ijk j i k j k i ijk j i k ijk j k ii
A B a b a b a b a b a b     = = + = + =  

={Notera att (∇ × 𝐴̅)𝑘 = 𝜀𝑘𝑖𝑗𝑎𝑗,𝑖. I uttrycket har vi i stället 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑗,𝑖. Vi kan 

dock skriva 𝜀𝑖𝑗𝑘 = 𝜀𝑘𝑖𝑗 med hjälp av (12.17). 

Notera också att (∇ × 𝐵̅)𝑗 = 𝜀𝑗𝑖𝑘𝑏𝑘,𝑖. I uttrycket har vi i stället 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑏𝑘,𝑖. 

Vi kan dock skriva 𝜀𝑖𝑗𝑘 = −𝜀𝑗𝑖𝑘. Vi får } = 

( ) ( ), ,kij j i k jik j k i k j jk
a b a b A b a B = − =  −   

Nu känner vi igen uttrycket för skalärprodukt i den sista termen, se (12.11). Exempelvis gäller 

𝑎𝑗(∇ × 𝐵̅)𝑗 = 𝐴̅ ∙ (∇ × 𝐵̅). Slutligen kan vi skriva 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k j jk
A B A b a B A B A B  =  −  =   −    

 

 

(c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A B A A B A B  =  −  −  +   

Rotationen kan skrivas med hjälp av (13.22); (∇ × 𝑣̅)𝑖 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑣𝑘,𝑗. Vi får 

 ( )

( )
( ) ( ), ,ijk k j ijk klm l mi j

i

k klm l m
k

A B v

v v A B a b

v A B a b

  




 = 

   =    =  


=  = 

 

Här är 𝜀𝑘𝑙𝑚 en konstant och kan flyttas utanför parentesen. Vidare spelar ”,” rollen av derivata, 

så vi kan skriva 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

, ,, ,

, ,

ijk klm l m ijk klm l m ijk klm l j m l m jj j
i

il jm im jl l j m l m j

A B a b a b a b a b

a b a b

     

   

   = = = + =
 

= − + =
 

= {Vi har använt (12.17)} = 
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, , , ,il jm l j m im jl l j m il jm l m j im jl l m ja b a b a b a b       = − + − =  

 

= {Om vi använder (12.19), 𝛿𝑖𝑗𝑎𝑖 = 𝑎𝑗, får vi i den första termen 

𝛿𝑗𝑚𝑏𝑚 = 𝑏𝑗 och 𝛿𝑖𝑙𝑎𝑙,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗    (på samma sätt för övriga 

termer)} = 

 

, , , ,i j j j j i i j j j i ja b a b a b a b= − + − =  

 

= {Nu kan vi identifiera divergensen (till exempel, 𝑎𝑗,𝑗 = ∇ ∙ 𝐴̅) och 

med hjälp av Övning 12.1(f), 𝑎𝑗𝑏𝑖,𝑗 = [(𝐴̅ ∙ ∇)𝐵̅]𝑖} = 

 

( ) ( ) ( ) ( )i i
i i

B A A b a B A B  =  −   +  −      

 

Med vanlig vektornotation fås därmed 

( ) ( ) ( ) ( )B A A B A B A B −  +  −   

 

(d) ( ) ( ) 2A A A  =   −  

 ( )

( )

( ) ( ), , ,

,

ijk k j ijk klm m li ji

k klm m lk

A v

v v A a

v A a

  



 =



  =    = =  


=  = 

 

 

= {𝜀𝑘𝑙𝑚 är en konstant som kan flyttas utanför parentesen. Vi 

använder nu (12.17),
ijk klm il jm im jl     = − } = 

 

( ) ( ) ( )( ), , ,, , ,ijk klm m l ijk klm m l il jm im jl m lj j j
a a a       = = = − =  

 

= {Kronecker - 𝛿 är en konstant, så vi kan flytta det innanför parentes 

och använda (12.19), 𝛿𝑖𝑗𝑎𝑖 = 𝑎𝑗} = 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,,

j, , j j, , j j, , j, , , ,

       

 

= − = − =

= − = − = − =

il jm im jl m l il jm m l im jl m l jj

il l im m i i i ij j j j

a a a

a a a a a a
 

={Från Övning 12.1(l) kan vi verifiera att (𝐴𝑗,𝑖)
,𝑗

 utgör i-komponenten 

av ∇(∇ ∙ 𝐴̅). Från Övning 12.1(m) vet vi att (𝐴𝑖,𝑗)
,𝑗

 är i-

komponenten av ∇2𝐴̅. Vi får alltså}= 

 

( ) ( )2

ii
A A =   − 

   
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Övning 12.5.  

(a) ( )r    

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ), ,i ,,i i ijk j ijk j ijk jk k k ii

i ijk ji k

v r

v v r r r r

v r r



      

  

= 


 =    =  =  + 


=  =  

 

Men 𝑟𝑖,𝑗 ≠ 0 endast om 𝑖 = 𝑗. Men om 𝑖 = 𝑗, så gäller 𝜀𝑖𝑗𝑘 = 0. Den första termen blir därför 

noll. För den andra termen kan vi notera att 𝜀𝑖𝑗𝑘 = −𝜀𝑗𝑖𝑘. Vi får 

( ) ( )   ( )
, ,ijk j j jik jk i k i j

r r r r      = −  = −  = −    

Från Kapitel 11 vet vi att ∇ × ∇𝜙 = 0̅. Vi får 

( ) 0r   =  

 

(b) ( )r    

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ), , ,ijk k j ijk klm l ijk klm li i m mj j

k klm lk m

r v

v v r r r

v r r



       

  

 =


 =    =  = 


=  =  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, , , ,

ijk klm l j ijk klm lm m j

il jm im jl l j il jm im jl lm m j

il jm l j im jl l j il jm l im jl lm m m j m j

r r

r r

r r r r

     

         

           

=  +  =

= −  + −  =

=  −  +  −  =

 

  ={Men 𝑟𝑙,𝑗 ≠ 0 endast om 𝑙 = 𝑗, så vi har}= 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

, , , ,

, , , ,

ijk klm l j ijk klm lm m j

il jm im jl l j il jm im jl lm m j

il jm l j im jl l j il jm l im jl lm m m j m j

i m j j i jm i j j i j

r r

r r

r r r r

r r r r

     

         

           

   

=  +  =

= −  + −  =

=  −  +  −  =

=  −  +  − 

 

Med hjälp av Övning 12.1(f), ( ) ( ) ,i j i ji
a b a b a b  =  =  , får vi 

 ( ) ( ) ( )( ), ,i m i mm m i
r r r   =  =    

och 

 ( ) ( )( )
, ,j i j i

r r  =    

Från definitionen av divergensen får vi  

 
, 3j jr r=  =  

Definitionen av Laplaceoperatorn (11.13) ger 

 ( ) 2

,j j
  =   

Uttrycket blir 

( )( ) ( ) ( )( )2

,
3     −  +  −  iii i

r r r  

och vi får 
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 ( ) ( ) ( )23r r r r      =   −  +  −    

 

Men ( ) r   =  , se Övning 11.3(b). Därmed resulterar 

 

 ( ) ( )22r r r     = −  +  −    

 

(c) ( )     

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
,

, ,

i i ijk j k i

i ijki j k

ijk ijkj i k j k i

v

v v

v

 

    

    

     

=  


 =     =   =


=   =   

=   +   =

  

 

          = {𝜀𝑖𝑗𝑘 = 𝜀𝑘𝑗𝑖 𝜀𝑖𝑗𝑘 = −𝜀𝑗𝑖𝑘} =  

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

, ,

0

kij jikj i k j k i

k jk j

     

   

   

=   −   =

=    −    =

=    −     =

 

eftersom rotationen av gradienten är noll. 

Övning 12.6.  

Vi ska uttrycka en cirkulation som ett flöde, så Stokes’ stats kan vara bra för att lösa problemet; 

 ( )
L S

A dr A dS =    . 

Om vi skriver Stokes’ sats med indexnotation fås 

 ,= j j jkl l k j

L S

A dr A dS . 

Vi kommer att använda detta uttryck snart. 

Vidare har vi följande användbara uttryck: 
,i j ijr =  och ˆ= i iv e v . 

Om vi tar i-komponenten av ( ) r r dr  får vi 

 ( ) ( ) ( )ˆ  =    =            i ii i
r r dr e r r dr e r r dr  

och med indexnotationen får vi 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )





 

  =    


 = 

   =   = =      

ijk j ki

klm l mk

i i ijk klm j l mi i

r r dr r r dr

r dr r dr

r r dr e r r dr e r r dr
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( )

( )

( )

( )( )

( )( ) ( )( )

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ

    



= 

=  

= = =  =

=  =   =   

i k

i m

ijk i j klm l m kij i j klm l m i mkl l mk

e r

mkl i l m i m ik m

e r r

e r r dr e r r dr e r r dr

e r r dr e r r dr e r r dr
 

Nu förtsätter vi med linjeintegralen. Tag i-komponenten och använd sedan Stokes’ sats: 

 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
,

ˆ ˆ

ˆ

  =    =    =  

=  

  



i i jji
L L L

jkl i jl k
S

r r dr e r r dr e r r dr

e r r dS
 

Vi kan förenkla integranden med indexräkning: 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

, ,

2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

 

    

       



  =   =




=   =  = = =



= − = − =




= − = − 



= −

jkl i jkl il k l k

i lmn i n lmn mop i p n nlm mop i p nm o ol

no lp np lo i p n no lp i p n np lo i p no o o

i l n i n n i l n in l n l

jkl i l nn

e r r e r r

e r r e r r e r r e r r

e r r e r r e r r

e r r e r r e r r e r

e r r e( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

, ,,

, ,

0

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ 2

ˆ ˆ ˆ 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ2

ˆ3

 

  

    

    

=

= − =

= + − =

= + − =

= + − = + =

=  +  =

=

i jkl i l n jkl il n k l kk

jkl i l k n jkl i l n k jkl i kn n l

jkl i lk n jkl i l nk jkl i kn n l

jkk i n jnl i l jkl i k jnl i l jlk i kn n l n l

i ij j

i

r e r r e r

e r r e r r e r

e r e r e r

e r e r e r e r e r

e r e r

e( )
j

r
 

så, 

 ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ3 3   =  =     i i j i jj j

L S S

e r r dr e r dS e r dS  

Äntligen, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ  = = = i j jkl i l j i klj l j ij k k k k
e r dS e rdS e rdS e r dS  

Så, integralen blir 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ3 3   =  =      i i ik k
L S S

e r r dr e r dS e r dS  

och vi kan förenkla till  

 ( ) 3  =  
L S

r r dr r dS   
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Kapitel 14 

Övning 14.1.  

Vi kan använda (14.3):  

(a) 
2 2x  

Från (14.3), med 𝜙 = 𝑥2, fås 
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

00

2 2
x x x x

x
x y z x

==

   
 = + + = =

   
 

(b) ( )2 2 2 2x y z + +  

Från (14.3), med 𝜙 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, fås 

( )
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 6

 + +  + +  + +
 + + = + + =

  

  
= + + =

  

x y z x y z x y z
x y z

x y z

x y z

x y z

 

(c) 
2

2

1

y

 
  

 
 

Från (14.3), med 𝜙 = 1/𝑦2, fås 

( )
2 2 2

2 3 4

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 6y y

y x y y y z y y

− −          
 = + + = − =       

          
 

 

(d) ( )2 2 2 2x y z  

Från (14.3), med 𝜙 = 𝑥2𝑦2𝑧2, fås 

( )
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

x y z x y z x y z
x y z y z x z y z

x y z

  
 = + + = + +

  
 

 

 

Övning 14.2.  

Vi använder (14.4):  

 

(a) 2 2  

( )
2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

00

1 1 1 4
2 4

z

  
   

       
==

     
 = + + = = = 

     
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(b) 
2 1



 
  

 

2 2
2

2 2 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

z
 

               

                 
 = + + = − = − =            

                 
 

(c) 2 sin 

2 2 2
2

2 2 2 2 2

1 sin 1 sin sin sin sin
sin

sin sin
0

z

         
   

         

 

 

         
 = + + = + =   

         

= − =

 

(d) ( )2 2 2 2cos  + =z

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 22 2

2 2 2

2
2 2

2 2

cos cos cos1 1

coscos

sin 2cos
2 2 4cos 2cos 2 2

4cos 2 cos 1 2 4

     


    

  


    


  

  

 

  +  +  +
 = + + =
    
 

   
 = + + =
    
 


= − + = − + =

 

= − − + =

z z z

z

z

z

 

Övning 14.3.  

Vi använder (14.5):  

 

(a) 
2 2r   

( )
2 2 2 2

2 2 2 3 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2
sin 3 6

sin sin

r r r
r r r r

r r r r r r r r


    

        
 = + + = = =   

        
 

 

Notera att 2 2 2 2= + +r x y z  

 

(b) ( )2 2sin cosr    

( )

( ) ( )

( )

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2 2 2

sin cos

sin cos sin cos1 1
sin

sin

sin cos1

sin

 

   


  

 

 

 =

     
   = + +
      
   


+ =



r

r r
r

r r r r

r

r
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( )

( )

( )

( )

22
2

2 2

22

2 2 2

2
2

2
2 3

2

sinsin cos cos
sin

sin

cossin

sin

sin cos 2cos 1
2 sin cos cos

sin

sin cos 2cos 1
2 2sin cos sin cos

sin

2cos 2cos
sin 2cos

  


  



 

  
  

 

  
   



 


    
 = + +         


+ =




= + − =



= + − − =

= +

r r
r

r r r r

r

r

r r r

r r r

r r
( )

( )

2 2

2 2

1
sin cos

4cos 1 cos
cos cos 4cos 1

  

 
  

− − =

= − = −

r

r r r

 

 

(c) 
2

2

1

r

 
  

 
 

2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 4

1 1 1 1 1 1 1
sin

sin sin

2 1 2

r
r r r r r r r r r

r r r r


    

               
 = + + =          

              

  
= − = 

  

 

 

Övning 14.4.  

Vi använder (14.12): ( ) ( )2 A A A =   −  . 

Vi ska alltså beräkna gradienten, divergensen och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med 

hjälp av (10.43), (10.44) och (10.45). Vi kan också få hjälp från Övningar 10.1, 10.2 och 10.3. 

(a) ( ) ( )2 ˆ ˆ ˆe e e   =   −   

 ( ) 2

1 1 1
ˆ ˆ ˆe e e  

  
 =    =  = −  

 ˆ 0e =  

Vi får 

2

2

1
ˆ ˆe e 


 = −  

 

(b) ( ) ( )2 ˆ ˆ ˆe e e   =   −   

 ˆ 0e =  

 ( ) 2

ˆˆ1
ˆ ˆ ˆ z

z

ee
e e e



 
  

 
 =    =  = 

 
 

Vi får 
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2

2

1
ˆ ˆe e 


 = −  

 

(c) 
2

ˆ ˆ ˆe e e  

  

        
 =    −          

        
 

 
ˆ

0
e



 
 = 

 
 

 
ˆ

0
e



 
 = 

 
 

Vi får 

2
ˆ

0
e



 
 = 

 
 

 

 

Övning 14.5.  

Vi använder (14.12): ( ) ( )2 A A A =   −  . 

Vi ska alltså beräkna gradienten, divergensen och rotationen i ett sfäriskt koordinatsystem med hjälp 

av (10.61), (10.62) och (10.63). Vi kan också få hjälp från Övningar 10.4, 10.5 och 10.6. 

 

(a) ( ) ( )2 ˆ ˆ ˆe e e   =   −   

 ( ) 2 2 2

ˆcos cos cos
ˆ ˆ ˆ

sin sin sin sin
r

e
e e e

r r r r


 

  

   

 
  =     =  = − − 

 
 

 ( ) 2

1 1 cos
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

sin
re e e e e

r r r
   





 
 =    =  = 

 
 

Vi får 

2

2 2 2

ˆ2cos
ˆ ˆ

sin sin
r

e
e e

r r






 
 = − −  

 

 

(b) ( ) ( )( ) ( )( )2 ˆ ˆ ˆ
r r rre re re =   −   

( ) ( )( ) ( )ˆ ˆ3 3 0r rre re =    =  =  

( )ˆ 0rre =  

( )2 ˆ 0rre =  

 

 

(c) 
2 ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆsin sin sinr r re e e
r e r e r e

r r r
    

        
 + =   + −  +        

        
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( )

2

2 3

ˆ 1
ˆ 1 2

ˆ ˆsin

ˆsin 0

r

r
r

e
e

r r r e e
r r r

r e









 
  =       

      + =  = −    
     = 

 

( )
( )

ˆ
0 ˆ

ˆ ˆ ˆsin 2cos 2sin

ˆ ˆ ˆsin 2cos 2sin

r

r
r

r

e
e

r r e e e
r

r e e e

 

 

  

  

 
 =     

     + =  −   
   = − 

 

( )
2sin 2sin

ˆ ˆ ˆ2cos 2sin 0re e e
r r

 

 
 

 
 − = − + = 

 
 

2

3

ˆ 2
ˆ ˆsinr

r

e
r e e

r r


 
 + = − 

 
 

 

 

Övning 14.6.  

 

(a) Vi kan visa sambandet med direkt beräkning. 

Termen i vänsterledet blir 

  ( )( )
( )

( )
22 2

2

2 2 2

cos
ˆ ˆ ˆcos cosz z z

kx tE
e kx t e e kx t

t t t


  

 − 
= − = = − −

  
 

Termen i högerledet kan beräknas med hjälp av definitionen av den vektoriella 

Laplaceoperatorn i Kartesiska koordinater (14.11); 

  ( ) ( ) ( )2 2 2 2ˆ ˆ ˆ
x x y y z zE E e E e E e =  +  +   

Notera att fältet endast har en z-component; vi får alltså 

  ( )( ) ( )( )2 2 2ˆ ˆcos cosz zE e kx t e kx t  =  − =  −  

Nu använder vi den skalära Laplaceoperatorn på cos (𝑘𝑥 − 𝜔𝑡) med hjälp av (14.3): 

  

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

2 2 2

2

2 2 2

00

2

cos cos cos
cos

cos

kx t kx t kx t
kx t

x y z

k kx t

  




==

 −  −  −
 − = + + =

  

= − −

 

Vi får 

  ( )2 2 ˆcos zE k kx t e = − −  

Om vi jämför andraderivatan med avseende på tiden med uttrycket som Laplaceoperatorn 

opererat på får vi 

  
2 2

2

2 2

E
E

t k


= 


 

(b) Vektorfältet representerar en planvåg som färdas i êx-riktningen med farten |v̅| = ω/k. 
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Övning 14.7.  

(a) Vi kan visa sambandet med direkt beräkning. 

Termen i vänsterledet blir 

 ( )( )
( )

( )
22 2

2

0 0 02 2 2

cos
ˆ ˆ ˆcos cos

k r tB
B e k r t B e B e k r t

t t t


  

  − 
=  − = = −  −

  
 

Termen i högerledet kan beräknas med hjälp av definitionen av den vektoriella 

Laplaceoperatorn i kartesiska koordinater (14.11); 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2ˆ ˆ ˆ
x x y y z zB B e B e B e =  +  +   

Notera att 𝐵0𝑒̂ kan skrivas som 𝐵0𝑒̂ = 𝐵0𝑥𝑒̂𝑥 + 𝐵0𝑦𝑒̂𝑦 + 𝐵0𝑧𝑒̂𝑧, så x-komponenten av 𝐵̅ är 

𝐵𝑥 = 𝐵0𝑥cos (𝑘̅ ∙ 𝑟̅ − 𝜔𝑡). Därför blir x-komponenten av uttrycket med Laplaceoperatorn 

 ( )( )2 2

0 cosx xB B k r t =   −  

Eftersom 𝑘 är en konstant vektor har vi 𝑘̅ ∙ 𝑟̅ = 𝑘𝑥𝑥 + 𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧, 

 

( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( )

2 2

0

2

0 2

2

0 2

2

0 2

2 2 2

0

cos

cos

cos

cos

cos











 =  + + − =

 + + −
= +



 + + −
+ +



 + + −
+ =



= − + +  −

x x x y z

x y z

x

x y z

x

x y z

x

x x y z

B B k x k y k z t

k x k y k z t
B

x

k x k y k z t
B

y

k x k y k z t
B

z

B k k k k r t

 

Notera att |𝑘̅|
2

= 𝑘𝑥
2 + 𝑘𝑦

2 + 𝑘𝑧
2. Vi får 

 ( )
2

2

0 cosx xB B k k r t = −  −  

På liknande sätt fås 

 ( )
2

2

0 cosy yB B k k r t = −  −  

 ( )
2

2

0 cosz zB B k k r t = −  −  

Följaktligen fås 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆcos cosx x y y z zB B e B e B e k k r t B e k k r t  = − + +  − = −  −  

Om vi jämför andraderivatan med avseende på tiden med uttrycket som Laplaceoperatorn 

opererat på får vi 

  

2 2
2

22

B
B

t k


= 


 

(b) Vektorfältet representerar en planvåg som färdas i k̅-riktningen med farten |𝑣|̅̅ ̅̅ = 𝜔/|𝑘̅|. 

 

Övning 14.8.  

Vi kan skriva vektoriella Laplaceoperatorn med hjälp av (14.12): 
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 ( ) ( )2 A A A =   −   

och beräkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med hjälp av 

(10.43)-(10.45): 

 

 
( )

( )
1

11
1

n

n
z

A n z



 

+

−


 = = +


 

 
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1 1

2 1

1 1 11
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ1 1 1

n n n

z

n n

z

n z n z n z
A e e e

z

n n ze n e

 



  

  

 

− − −

− −

 +  +  +
   = + + =

  

= + − + +

 

 

 ˆnA e =  

 ( ) ( ) 1ˆ ˆ1n n

zA e n e  − =  = +  

Vi får 

 ( ) ( ) ( )( )2 2 ˆ1 1 nA A A n n ze − =   −  = + −  

 

För att ∇2𝐴̅ = 0̅ ska gälla måste vi ha 

 ( )( ) 2 ˆ1 1 0 1  eller  1nn n ze n n −+ − =  = − =  

 

Övning 14.9.  

Vi kan skriva vektoriella Laplaceoperatorn med hjälp av (14.12): 

 ( ) ( )2 A A A =   −   

och beräkna divergensen, gradienten och rotationen i ett cylindriskt koordinatsystem med hjälp av 

(10.43)-(10.45): 

 
( )1

0
f

A


 


 = =


 

 

 
( )1

ˆ
z

f
A e

 

 


 =


 

 
( )1

ˆ
f

A e

 

  

 
 = −  

  
 

Vi får 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1
ˆ 0

1 1
0

2 2

f
A e

f f f
a a

b
f a b f a



 

  

     


     

 
  



 
 = = 

  

   
 =  =  = 

    

 = +  = +
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Kapitel 15 

Övning 15.1.  

Vi kan använda sats 16.1; ∯ 𝜙𝑑𝑆̅ 

𝑆
= ∭ ∇𝜙𝑑𝑉

 

𝑉
. 

Gradienten blir 

( ) ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z x y z x y z

x y z x y z x y z
e e e e e e e e e

x y z x y z

  


    + +  + +  + +
 = + + = + + = + +

     

 

 

( )ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

x y z

S V V

x y z x y z

V V V V V V

dS dV e e e dV

e dV e dV e dV e dV e dV e dV

 =  = + + =

= + + = + +

  

     
 

Integralen ∭ 𝑑𝑉
 

𝑉
= 𝑉 är volymen av ellipsoiden, det vill säga 𝑉 =

4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐. Integralen blir 

 ( ) ( )
4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
3

x y z x y z

S V

dS e e e dV abc e e e = + + = + +   

 

Övning 15.2.  

Vi kan använda Sats 15.2, ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. Vi får 

 
S S V

A dS dS A AdV = −  = −     

Rotationen av vektorfältet 𝐴̅ = 𝑒̂𝑟 i ett sfäriskt koordinatsystem kan beräknas med (10.63). Vi får 

 ˆ 0re =  

Integralen blir  

 ˆ ˆ ˆ 0 0r r r

S S V V

e dS dS e e dV dV = −  = −  = − =     

 

Övning 15.3.  

Vi kan använda Sats 15.2; ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. Vi får 

 
S S V

A dS dS A AdV = −  = −     

Rotationen av vektorfältet 𝐴̅ = 𝜔𝜌𝑒̂𝜑 i ett cylindriskt koordinatsystem kan beräknas med (10.45).  

 
1 1 1

ˆ ˆ ˆz z
z

A A A AA A
A e e e

z z

   

 



      

         
 = − + − + −     

          
 

 ( )
21

ˆ ˆ ˆ ˆ2z ze e e e
z

 

 
 

 

   
 = − + =  

    
 

 

Integralen blir 
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( ) ( )

3

ˆ ˆ ˆ ˆ2

8
ˆ ˆ2

3

z

S S V V

z z

V

e dS dS e e dV e dV

e dV R e

     

  

 = −  = −  = − =

= − = −

   


 

där ∭ 𝑑𝑉
 

𝑉
= 𝑉 är volymen av sfären, det vill säga 𝑉 =

4

3
𝜋𝑅3. 

 

Övning 15.4.  

Vi kan använda Sats 15.3, ∮ 𝜙𝑑𝑟̅
 

𝐿
= ∬ 𝑑𝑆̅ × ∇𝜙

 

𝑆
.  

Gradienten blir 

ˆ ˆ ˆ2 x y ze e e = + −  

Ellipsen ligger ligger i xz-planet. Orienteringen av kurvan är sådan att tangenten till ellipsen i punkten 

𝑃: (1, 0, 0) är 𝑒̂𝑧. Normalen till S är därmed −𝑒̂𝑦. Vi får 𝑑𝑆̅ = −𝑒̂𝑦𝑑𝑆; se Figur L16. 

 

Figur L16. Geometri för Övning 15.4 

Notera att basvektorer i kartesiska koordinatsystem är konstanta, så de kan flyttas utanför integralen. 

Denna blir 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 (2 )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2

z x

x y z y

L S S S

x y z y x y y y z y

S S e e

z x z x z x

S S

dr dS dS e e e e dS

e e e e dS e e e e e e dS

e e dS e e dS ab e e

  



= −=

=  = −   = − + −  −

= + −  =  +  −  =

= + = + = +

   

 

 

 

  

Övning 15.5.   

Vi kan använda Sats 15.4; ∮ 𝑑𝑟̅ × 𝐴̅
 

𝐿
= ∬ (𝑑𝑆̅ × ∇) × 𝐴̅

 

𝑆
. 
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Rotation av vektorfältet 𝐴̅ = −𝜔𝑧𝑒̂𝑦 + 𝜔𝑦𝑒̂𝑧 kan beräknas med (9.3). Vi får 

 ˆ2 xA e =  

Integralen blir 

 ( )
L L S

A dr dr A dS A = −  = −      

Vi beräknar nu ( )dS A  .  

𝐿 är en ellips med centrum i origo som ligger i xy-planet, med radier 𝑎 och 𝑏 och som genomlöps i 

negativ led runt z-axeln. Normalen är −𝑒̂𝑧 och arean av ellipsen är 𝜋𝑎𝑏. Därför är 𝑑𝑆̅ = −𝑒̂𝑧𝑑𝑆 och 

 

 ( ) ( )ˆ
zdS A dS e A  = −    

 

( )ˆ
ze   kan beräknas som i Avsnitt 12.2: 

 

 ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ0 0 1

x y z

z x y

e e e

e e e
y x

x y z

 
 = = − +

 
  

  

 

Vi får 

 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ0

z x y

x y z

y xz z
x y z

x y z

dS A dS e A dS e e A
y x

e e e

A AA A
dS dS e e e

y x x y y x

A A A

  
  = −   = − − +  = 

  

     
= − − = − + − +  

       

 

Efter insättning av 𝐴̅ = −𝜔𝑧𝑒̂𝑦 + 𝜔𝑦𝑒̂𝑧 får vi 

 ( ) ˆ ˆ ˆ ˆ
x y z y

y y z
dS A dS e e e dS e

x y y

  


    
  = − + − − = −  

    
 

 

Integralen blir 

 ( ) ˆ ˆ ˆ
y y y

L S S S

A dr dS A e dS e dS ab e    = −   = = =     

Notera att basvektorerna i kartesiska koordinatsystem är konstanter, så de kan flyttas utanför 

integralen. 

 

 

Övning 15.6.  

En av Gauss’ universalintegralsatser lyder 
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V S

dV dS =    

Vi kan använda att 𝐴̅ = ∇Φ och (11.26)  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B A A B B A A B  =  +  +   +    

för att skriva 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

A r r A A r r A A r

r A A r r r A A r

=
=

=

  =  +  +  +   =

=  +  +   + =  + 
 

Notera att (se Exempel 11.2)  

 ( )A r A =  

Vi får alltså 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A r r A A r A r A A r A r  =  + =  +   =   − =   −  

Med Gauss’ universalintegralsats resulterar 

 ( ) ( ) ( )
V V S

r AdV A r dV A r dS =   −  =  −     

 

 

Övning 15.7.  

 

Vi börjar med bac-cab regeln, se (1.14), för att få 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

r r dr r r dr r r dr r r dr r dr  =  −  =  −  

Integralen blir, 

 ( ) ( ) ( )
2 2

L L L L

r r dr r r dr r dr r r dr r dr   =  − =  −
      

Den andra integralen är ∮ 𝜙𝑑𝑟̅; vi använder Sats (15.3): 

 ( ) ( )2 2 2

L S S

r dr dS r r dS=  = −      

Vi kan beräkna gradienten i kartesiska koordinater. Vi får 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2x y z x y zr x y z xe ye ze xe ye ze r =  + + = + + = + + =  

Den andra integralen blir 

 
2

2
L S

r dr r dS= −    

Beräkna nu komponenterna av den första integralen. Vi kan sedan skalärmultiplicera med 𝑒̂𝑖. Notera 

att 𝑒̂𝑖 ∙ 𝑟̅ är en skalär och (𝑒̂𝑖 ∙ 𝑟̅)𝑟̅ en vektor. Vi får 

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i i

L L L S
skalär vektor vektor

e r r dr e r r dr e r r dr e r r dS  =   =   =        

Nu beräknar vi rotationen med hjälp av (11.23): 
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 ( ) ( ) ( )
0

ˆ
11.3( )

ˆ ˆ ˆ ˆ

i

i i i i

vektorskalar e
se övning a

e r r e r r e r r e r
=

=

 
   =    +   = 
 
 

 

Den första integralen blir 

 ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i i

L S S S

e r r dr e r dS e r dS e r dS  =   =   =       

Detta ger 

 ( ) ( )
L S

r r dr r dS =    

Nu kan vi addera den första och den andra integralen för att få 

 ( ) ( )
2

2 3
L L L S S S

r r dr r r dr r dr r dS r dS r dS  =  − =  +  =        

 

Övning 15.8.  

Ytan är sluten men vi kan inte använda Gauss’ sats (8.4) i sin vanliga form eftersom vi ser en 

kryssprodukt, inte en skalärprodukt, mellan integranden och 𝑑𝑆̅. Men vi kan använda Gauss’ 

generaliserade Sats (15.2), ∯ 𝑑𝑆̅ × 𝐴̅
 

𝑆
= ∭ 𝑑𝑉∇ × 𝐴̅

 

𝑉
. 

Vi får 

 ( ) ( ) ( )2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2x y x y x y

S S V

x ze xyze dS dS x ze xyze x ze xyze dV+  = −  + = −  +    

Beräkna nu rotationen i kartesiska koordinater med hjälp av (9.3): 

 ( )2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2x y x y zx ze xyze xye x e yze + = − + +  

Innan integralen beräknas är det viktigt att visualisera ytan och volymen. Volymen är en cylinder med 

axel längs x-axeln och basarea = 1. Se Figur L17.  

 
Figur L17. Geometri för Övning 15.8 
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Integralen blir 

( ) ( )2 2

2

0 0

1

2 2

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ ˆ2

2
ˆ ˆ ˆ2 2

3

x y x y z

S V

x y z

V V V

y y y

V

x ze xyze dS xye x e yze dV

e xydV e x dV e yzdV

e x dxdydz e x dx e 

= =

+  = − − + + =

= − − =

= − = − = −

 

  

 

 

 

där två integraler är noll på grund av symmetri och ∬ 𝑑𝑦𝑑𝑥 är arean av en cirkel med radie 1. 

 

Övning 15.9.  

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt, men vi kan betrakta i-komponenten av integralen genom att 

skalärmultiplicera med 𝑒̂𝑖. 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )

0(12.23)
 är konstant

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

i i i

L L L Stokes satsskalär skalär

i i i

S SStokes sats
b

i

S

e a r b dr e a r b dr e a r b dr

e a r b dS e a r b e a r b dS

e a r b dS

=

 
    =    =    =
 
 

 
 

=     =     +     =
 
  

=      =

  

 

 ( )( )
(11.26)

î

Strippelprodukter

r e a b dS     =

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )

(11.26) 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

i i i i

S

i i i

S S S trippelprodukter

i i

Strippelprodukter

e a r r e a e a r r e a b dS

e a r b dS e a b dS e a b ndS

e a b n dS e a

= = =

 
 =   +   +    +      =
 
 

 =     =    =    = 

=    = 



  

 ( )( )ˆ
S

b n dS 

 

 

Vi kan skriva 

 ( ) ( )( )ˆ
L S

a r b dr a b n dS  =     

Integralen är noll om integranden är noll. Vi får  

 ( )ˆ 0  =a b n  

Men 𝐿 ligger på nivåytan till skalärfältet 𝜙 = 𝑐̅ ∙ 𝑟̅. Normalen till nivåytan kan beräknas med hjälp av 

(se Sats 4.2) 

 ( )n c r c=  =   =  

 Vi får  

 ( ) 0  =a b c .  
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Kapitel 16 

Övning 16.1.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Och vi kan inte använda Sats (16.5) direkt eftersom fältet inte är (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Men 

vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ sats, 

på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.5): 

 

( )

3

2 2 2

  16.5
       

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

4
ˆ 4 3 4 3 4 4 (1 )

3

r r r r

S S S S

Gauss sats sats

r

V V

r
e dS r e dS re dS e dS

r r r

div re dV dV abc abc    

+  
 = +  =  +  = 

 

= + = + = + = +

   

 

 

 

Vi har använt att volymen av en ellipsoid är 𝑉 =
4

3
𝜋𝑎𝑏𝑐. 

 

 

Övning 16.2.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Och vi kan inte använda Sats (16.5) direkt eftersom fältet inte är (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Vi 

kunde försöka beräkna flödet direkt genom att parametrisera ytan, men ytan är en ellipsoid. 

Integralerna skulle bli komplicerade. 

Vi kan använda en teknik som tillämpades vid beviset av Sats (16.5). Betrakta volymen V innanför ytan 

S och en liten sfär 𝑆𝜀 med centrum i origo, radie 𝜀 och volymen 𝑉𝜀 (Figur l17). Låt oss dela integralen i 

två delar. I den ena kan vi tillämpa Gauss’ sats, i den andra kan vi beräkna flödet direkt. 

 
Figur l17. Geometri för Övning 16.2 
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2 2 2 2

2 2

Gauss sats  är en sfär,
så vi kan beräkna 
flödet direkt

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1
ˆ ˆ

S S S S S S S

S S S

S

r r r r
e dS e dS e dS e dS

r r r r

r r
e dS e dS

r r

   

 



   

 

+ − + −

+

+ + + +
 =  =  +  =

+ +
=  − 

   

   

Vi noterar att (se (10.62)) 

 
2 1

ˆ 0
r

e
r



 +
 = 

 
 

och på 𝑆𝜀 har vi att 𝑑𝑆̅ = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑒̂𝑟 (med 𝑟 = 𝜀), se (10.59). Vi får 

 

( )
2 2 2

2

0

2
2

0

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆsin

1
ˆ ˆsin 0

r

S V V S

r

S

r r r
e dS e dV e r d d e

r r r

r
r e e d d

r

 



  



  

  

−

=

=

 + + +
 =  −  = 

 

+
= −  =

  



 

 

Övning 16.3.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Och vi kan inte använda Sats (16.5) direkt eftersom fältet inte är (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Men 

vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ sats, 

på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.5): 

( )

( )

4
2 2 2

2 2

2 2

2

sats 16.5 Gauss sats

2 2

3 sin 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin

3
ˆ ˆ ˆsin

ˆ ˆ12 sin

r r r

S S S

r r

S S

r

V

r
A dS e r e dS e r e r e dS

r r

e dS r e r e dS
r

r e r e dV

 










 

 +  
 = +  = + +  =   

  

 
=  + +  = 

 

= +  +

  

 



 

Vi beräknar divergensen med (10.62) eftersom fältet är definierat i ett sfäriskt koordinatsystem. Vi får 

( ) ( ) ( )
3

2 2 4 2

2 2

1 1 4 sin
ˆ ˆsin sin 4 sin

sin
r

r
r e r e r r r

r r r r



  

 

 
 + = + = =

 
  

Integralen blir 

12 4 sin
S V

A dS r dV  = +   

Ett problem är att volymen är en cylinder, men 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 är uttryckt i sfäriska koordinater. Notera nu att 

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜌 (se geometri för sfäriska och cylindriska koordinatsystem). Integralen blir nu 
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2

2 3 3

0 0 0

0

12 4 12 4

1 8
12 8 12 8 12

3 3

S V V

R

V

A dS dV d d dz

Z d Z Z R

     

        

 = + = + =

 
= + = + = + 

 

  



 

Vi har använt uttrycket (10.42) för dV.  

 

Övning 16.4.  

Det första steget är att uttrycka vektorfältet med hjälp av basvektorerna. Eftersom 𝑝̅ = 𝑝0𝑒̂𝑧 och 𝑟̅ =

𝑟𝑒̂𝑟 har vi 

0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ cosz r z rp r p e re p re e p r  =  =  =  

Fältet blir 

 
( ) 0 0

3 5 3 3

3 3 cos
ˆ ˆ

z r

p r r p pp
E e e

r r r r


= − + = − +  

Ytan är en halvsfär så det blir enklare om vi uttrycker 𝑒̂𝑧 med sfäriska basvektorer. Geometri ger 

ˆ ˆ ˆcos sinz re e e = −  

Vi får fältet 

( )0 0 0 0

3 3 3 3

0 0

3 3

3 cos 3 cos
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

2 cos sin
ˆ ˆ

z r r r

r

p p p p
E e e e e e

r r r r

p p
e e

r r





 
 

 

= − + = − − + =

= +

 

Ytan är en halvsfär med radie R, så 𝑑𝑆̅ = 𝑅2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑒̂𝑟. Integralen blir 

2 20 0

3 3

2 cos sin
ˆ ˆ ˆ ˆsin sinr r r

S

p p
E dS E e r d d e e e r d d

r r


 
     

 
 =  = +  = 

 
    

2 20 0

3 3

1 0

2 cos sin
ˆ ˆ ˆ ˆsin sinr r r

S S

p p
e e r d d e e r d d

r r


 
     

= =

=  +  =   

0 02 cos
sin 2cos sin

S S

p p
d d d d

r R


      = = =   

/2
20 0 0

0
2 2cos sin 2 cos 2

p p p
d

R r r



       = = − =   
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Övning 16.5.  

 

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart på z-axeln och 

kurvan går runt z-axeln. Och vi kan inte använda Sats (16.28) direkt eftersom fältet inte är (1/𝜌)𝑒̂𝜑. 

Men vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Stokes’ 

sats och på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.28). 

 

Beräkna cirkulationen av vektorfältet 

 

( )

Stokes stats sats (17.28)

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ2 2

L L L L L

z

S S

A dr e dr e dr e dr e dr

e dS e dS

   



   
 

  


  



 +
 =  = +  =  +  = 

 

=   − =  −

    

 

 

Notera att orienteringen av L i punkten x = a, y = 0, z = 0 är −𝑒̂𝑦. Kurvan genomlöps alltså i negativa 𝑒̂𝜑-

riktningen och vi har därmed N = -1 i (16.28). 

Kurvan är en cirkel med centrum i origo, så 𝑑𝑆̅ = −𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑𝑒̂𝑧. Integralen blir 

( )
01

ˆ ˆ 2 2 2 2 2 2 1

a

z z

L S

A dr e e d d d a a


         


=

 = −  − = − − = − − = − +    

 

Övning 16.6.  

Vi kan inte använda Stokes’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart på z-axeln och 

kurvan går runt z-axeln. Och vi kan inte använda Sats (16.28) direkt eftersom fältet inte är (1/𝜌)𝑒̂𝜑. Vi 

kunde försöka beräkna cirkulationen direkt genom att parametrisera kurvan, men kurvan är en ellips 

som resulterar i komplicerade integraler. 

Vi kan emellertid skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa 

Stokes’ sats, på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.28). 

 

2
2 21 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆA e e e e e    


  

 

+
= + = + +  

Integralen blir 

 ( ) ( )2 2

Stokes sats
2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 2

L L L
S

A dr e e dr e dr e e dS    



    


−

 = +  +  =  +  −     

Notera att i punkten x = 0, y = 1, z = 0 har L tangentvektorn 𝑒̂𝑥. Kurvan genomlöps alltså i negativa 𝑒̂𝜑-

riktningen varför N = -1 i (16.28). 

Nu kan vi beräkna rotationen med hjälp av (10.45): 
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( )
( )22 2

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2z ze e e e e e
z z

   

  
 

   

     
  + = + + − =            

 

Eftersom 𝑑𝑆̅ = −𝑑𝑆𝑒̂𝑧 får vi 

 ( )2ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) 2 2z z

S S S

e e dS e dSe dS ab    +  =  − = − = −    

där vi har använt att arean av en ellips är 𝜋𝑎𝑏. 

Integralen blir 

 2 2 2 (1 )
L

A dr ab ab   = − − = − +  

 

Övning 16.7.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart på z-axeln. Vi 

kan inte heller använda Sats (16.5) eftersom fältet inte är (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. Inte heller Sats (16.28) kan 

användas eftersom vi vill beräkna flödet, inte cirkulationen.  

Men vi kan använda en teknik som liknar tekniken vi använde vid bevis av Sats (16.5). Betrakta 

volymen V innanför ytan S och en liten, cylindrisk yta 𝑆𝜀 med axel längs z-axeln, radie 𝜀 och volymen  

𝑉𝜀 (se Figur l18). Vi kan indela integralen i två delar. På den ena kan vi tillämpa Gauss’ sats, i den andra 

kan vi beräkna flödet direkt. 

 
Figur l18. Geometri för Övning 16.7 
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Vi indelar sfären i två volymer 𝑉0 och 𝑉𝜀, där 𝑉𝜀 utgör cylinderns volym. Vi får 𝑉 = 𝑉0 + 𝑉𝜀. På 𝑉0 kan vi 

tillämpa Gauss’ sats. 

Notera att ytorna som definierar volymen 𝑉𝜀 är 𝑆𝜀 och de två små ytorna 𝑆1 och 𝑆2 på ovan- och 

undersidan av cylindern, se Figur l13. 

Vi kan skriva 𝑆 = 𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆𝜀 + 𝑆1 − 𝑆1 + 𝑆2 − 𝑆2= (𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆1 − 𝑆2) + (−𝑆𝜀 + 𝑆1 + 𝑆2). Ytorna 

(𝑆 + 𝑆𝜀 − 𝑆1 − 𝑆2) utgör 𝑉0:s randytor. Ytorna (−𝑆𝜀 + 𝑆1 + 𝑆2) utgör 𝑉𝜀:s randytor. Integralen blir 

1 1 2 1 2

1 2 2

0 1 2

0 1

Gauss' sats

inteintegral 1 integral 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

S S S S S S S S S S S S
S S S

V S S S

V S S

A r dS A r dS A r dS A r dS

divAdV A r dS

divAdV A r dS A r dS

   





+ − + + − − − + +
− + −

− + +

 =  =  + 

= +  =

= −  + 

   

 

  
2

gral 3 integral 4

( )
S

A r dS+ 

 

Vi ska nu beräkna fyra integraler. 

Integralerna 3 och 4 är odefinierade, eftersom integranden inte är ändlig på ytan. För att kunna utföra 

integrationen definierar vi 

  
0

0

( ) lim ( )

a a

f x dx f x dx



→

=   

För integral 3 gäller då 

1 1

2

0

1
ˆ( ) lim

S S

A r dS z e dS




→

−
 =    

Vi noterar nu att 𝑑𝑆̅ = 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑𝑒̂𝑟 och att 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 𝜌, så 𝑑𝑆̅ = 𝑟𝜌𝑑𝜃𝑑𝜑𝑒̂𝑟. Integralen 3 blir 

( )
1 1 1

1

2 2

0 0

2

0

1 1
ˆ ˆ ˆ( ) lim lim

ˆ ˆlim 1

 
 




 
  

 

  

→ →

→

− −
 =  =  =

= − 

  



r

S S S

r

S

A r dS z e dS z e e r d d

zr e e d d

 

Notera nu att 
0
ˆ ˆlim r ze e

 →
= , så ( )

0
ˆ ˆ ˆ ˆlim 0r ze e e e 

 →
 =  = . Vi får 

1

( ) 0
S

A r dS =  

Med samma metod kan vi visa att 

2

( ) 0
S

A r dS =  
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För integral 2 över cylinderytan 𝑆𝜀 gäller 𝑑𝑆̅ = −𝑒̂𝜌𝑑𝑆. Notera också att cylinderradien är 𝜀, så på 𝑆𝜀 

gäller 𝜌 = 𝜀. 

Integralen 2 blir 

( )

( ) ( ) ( )
2 2

2 2

2 2 2

2 2 4 2 4

2 2 2 2

0 2 4 2 4

1 1 1
ˆ ˆ( )

1 2 1 8 1 4

S S S S

A r dS z e e dS z dS z d dz

z d dz zdz

   

 

  

 

  
 

  

      
+ − + −

− − − −

− − −
−  = −  − = =

= − = − = − −

   

  

 

I gränsen 𝜀 → 0 fås 

( )( )2 2

0 0
lim ( ) lim 8 1 4 16

S

A r dS



 
   

→ →

 
−  = − − = − 

 
 

  

Nu ska vi beräkna integral 1. Vi har 

0 0 0 0

2 21 1 1
ˆ 2

V V V V

divAdV div z e dV z dV zdV

 


   

   −  −
= = =   

   
     

Vi kan inte använda sfäriska koordinater eftersom sfären inte har centrum i origo utan i punkten x = 0, 

y = 0, z = 2. Men vi kan byta koordinater till  

' 2z z= −  

Därmed fås 

0 0 0 0 0

3
2

2
4 2

0 0

4 2
2 2( ' 2) 4 2 ' 4 2 cos sin

3

128 cos 128
2 2

3 4 2 3

V V V V V

zdV z dV dV z dV r r drd d

r



   

  


= + = + = + =

   
= + − =   

   

    

 

Nu summerar vi de fyra integralerna. 

0 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

128 80
16 0 0

3 3

S V S S S

A r dS divAdV A r dS A r dS A r dS



 


 = −  +  +  =

= − + + =

    
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Övning 16.8.  

Vi kan inte använda Gauss’ sats direkt eftersom fältet inte är kontinuerligt deriverbart i origo (som 

ligger innanför ytan S). Vi kan inte heller använda Sats (16.5) direkt eftersom fältet inte är (1/𝑟2)𝑒̂𝑟. 

Men vi kan skriva integralen som summan av två termer. På den första termen kan vi tillämpa Gauss’ 

sats och på den andra termen kan vi tillämpa Sats (16.5). 

 

( )

5
3

2 2

 16.5  

3

ˆ ˆ2 cos sin 2
ˆ ˆcos sin

ˆ8 cos sin

r
r

S S S

sats Gauss sats

V

e r e
dS e dS r e dS

r r

r e dV






 
 

  

+
 =  +  =

= + 

  



 

Vi beräknar nu divergensen med hjälp av (10.62): 

 

 ( )3 2 2 2 2ˆcos sin 2 cos sinr e r r    = −  

Volymsintegralen beräknas enklast i kartesiska koordinater, där vi har 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 och  𝑧2 =

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃, så 

 ( )3 2 2 2 2 2 2 2ˆcos sin 2 cos sin 2r e r r z x y    = − = − −  

( ) ( )
1 2 3

3 2 2 2

1 2 3

ˆcos sin 2 208
V

r e dV z x y dzdydx 
− − −

  = − − =     

Integralen blir 

5

2

ˆ ˆ2 cos sin
8 208r

S

e r e
dS

r

 


+
 = +  
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Kapitel 17 

Övning 17.1.  

Vi vill lösa Poissons ekvation (17.3): 

2

0

cV



 = −  

Dessutom ska vi beräkna det elektriska fältet från potentialen med hjälp av 

 

E V= − . 

På grund av symmetri i problemet och det faktum att laddningstätheten är konstant (beror ej av z och 

) kommer lösningen endast att bero på 𝜌. Derivator med avseende på z och  i Laplaceoperatorn är 

därmed noll. 

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett cylindrisk koordinatsystem enligt (14.4) fås 
2 2

2

2 2 2

0

00

1 1 cV V V
V

z




     
==

    
 = + + = − 

    
 

Det elektriska fältet fås med hjälp av uttrycket (10.43) för gradienten i cylinderkoordinater som 

00

1
ˆ ˆ ˆ ˆ

z

V V V V
E V e e e e

z
  

   
==

   
= − = − − − = −

   
 

Vi har alltså att lösa ekvationen 

0

1 cV 


   

  
= − 

  
 

Inuti cylindern gäller 𝜌𝑐 = 𝜌0. På utsidan har vi 𝜌𝑐 = 0. 

Vi inleder med att lösa ekvationen för insidan av cylindern.  

0 0

0 0

20 0

0 0

1

2 2

V V

V V a
a

 
  

      

 
  

    

      
= −  = −    

      

 
 = − +  = − +

 

 

Notera att vi redan har uttrycket för det elektriska fältet: 

0

0

ˆ ˆ
2

V a
E e e 




  

 
= − = − 

  
 

På axeln måste det elektriska fältet vara noll. Därmed fås 𝑎 = 0. 

Vi löser nu Poisson’s ekvation. Integration med avseende på 𝜌 ger 

20 0

0 0

( )
2 4

V
V b

 
  

  


= −  = − +


 

Det elektriska fältet och potentialen inuti cylindern blir 
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0

0

ˆ
2

inE e





=  

20

04
inV b





= − +  

Vi ska beräkna konstanten b:s värde strax, med hjälp av randvillkor.  

Utanför sfären är laddningstätheten noll, varför vi ska lösa Laplace’s ekvation i cylindergeometri. Vi vet 

redan från Avsnitt 17.2, uttryck (17.10) att lösningen i detta fall blir 

( ) lnoutV c d = +  

Det elektriska fältet är 

ˆ ˆ
out

V c
E e e 

 


= − = −


 

Nu vill vi beräkna integrationskonstanterna b, c och d. Härtill kan vi använda tre villkor: 

(1) Kontinuitet av det elektriska fältet i  =R 

( ) ( )in outE R E R=
 

(2) Värdet på den elektrostatiska potentialen i  =R 

0( )outV R V=
 

(3) Potentialens kontinuitet i  =R 

( ) ( )in outV R V R=
 

 

Dessa tre villkor leder till tre kopplade ekvationer för de tre konstanterna b, c och d:  

0

0
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







 
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
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
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− + =

  

− = − +  
 

c
R

R

R R d V

R
V R R b
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Om vi löser detta system fås 

20

02




= −c R  

20
0

0

ln
2




= +d V R R  

20
0

04




= +b V R  

Insätter vi slutligen dessa i uttrycken för potentialen och elektriska fältet fås 

2
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0

( ) 1
4

 




 
= + − 

 
inV V R
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( ) ln
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 
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

 
= −  

 
outV V R
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ˆ( )
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


 


=inE e   

2

0

0

ˆ( )
2






 
=out

R
E e  

Resultatet visas i Figur L20. 

 

Figur L20. Geometri för Övning 17.1 

Notera att 

lim ( )V



→

= −  

Lösningen är alltså ofysikalisk. Hur är det möjligt? Jo, det beror på att oändligt långa cylindrar inte 

existerar. 

Lösningen kan ändå betraktas som en god approximation för mycket långa eller smala cylindrar, det vill 

säga i gränsen R << L  (där L utgör cylinderns längd). 

 

Övning 17.2.  

Integrallösningen till Poisson’s ekvation (17.38) gäller under förutsättning av att laddningstätheten går 

mot noll fortare än 1/|𝑟̅|2 då |𝑟̅| → ∞ och om lösningen går mot noll som 1/|𝑟̅| då |𝑟̅| → ∞. 

Cylindern är emellertid oändligt lång och laddningstätheten är konstant innanför cylindern, så 

lösningen går inte mot noll då |𝑟̅| → ∞.  

Vi kan alltså inte använda integrallösningen till Poisson’s ekvation. 

 

Övning 17.3  

Vi vill lösa Poissonekvationen (17.3); 

2

0

cV



 = −  

Dessutom vill vi beräkna det elektriska fältet från potentialen med hjälp av 
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E V= − . 

På grund av symmetri i problemet och det faktum att laddningstätheten är konstant (beror ej av z och 

) kommer lösningen endast att bero på 𝜌. Derivator med avseende på z och  i Laplaceoperatorn är 

därmed noll. 

 

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett cylindrisk koordinatsystem enligt (14.4) fås 
2 2

2

2 2 2

0

00

1 1 cV V V
V

z




     
==

    
 = + + = − 

    
 

Det elektriska fältet fås med hjälp av uttrycket (10.43) för gradienten i cylinderkoordinater som 

00

1
ˆ ˆ ˆ ˆ

z

V V V V
E V e e e e

z
  

   
==

   
= − = − − − = −

   
 

Vi ska alltså lösa ekvationen 

0

1 cV 


   

  
= − 

  
 

 

Vi inleder med att lösa ekvationen för insidan av cylindern.  

( ) ( ) 2

0 0

0 0 0

1
1

dV dVd d

d d R d d R

   
  

      

      
= − −  = − −       

     
 

( ) 2

0

0 2 3

   

  

 
 = − − + 

 

dV a

d R
 

Där a är en integrationskonstant. 

Notera att vi redan har uttrycket för det elektriska fältet: 

2

0

0

ˆ ˆ
2 3

 

  

  

  
= − = − −  

   

V a
E e e

R
 

På axeln måste det elektriska fältet vara noll. Därmed fås 𝑎 = 0. 

Vi löser nu Poisson’s ekvation. Integration med avseende på 𝜌 ger 

2 2 3

0 0

0 0

( )
2 3 4 9

    


  

   
= − −  = − − +   

    

V
V b

R R
 

Där b är en integrationskonstant. 

Det elektriska fältet och potentialen inuti cylindern blir 

 

2 3

0

0

2

0

0

4 9

ˆ
2 3



  



  



 
= − − + 

 

 
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in

in

V b
R

E e
R

 

Utanför cylindern är laddningstätheten noll, varför vi ska lösa Laplace’s ekvation i cylindergeometri. Vi 

vet redan från Avsnitt 17.2, uttryck (17.10) att lösningen i detta fall blir 
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( ) lnoutV c d = +  

Det elektriska fältet blir 

ˆ ˆ
out

V c
E e e 

 


= − = −


 

Vi ska nu finna integrationskonstanterna b, c och d.  Vi har tre villkor att använda. 

(1) Kontinuitet för det elektriska fältet i  =R 

( ) ( )in outE R E R=
 

(2) Värdet på elektrostatiska potentialen i  =R 

0( )outV R V=  
(3) Potentialens kontinuitet i  =R 

( ) ( )in outV R V R=
 

 

Dessa tre villkor leder till ett ekvationssystem med tre ekvationer för de tre obekanta b, c och d: 
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Lösningen är 
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ln

36 6 6
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  
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Insätter vi slutligen dessa konstanter i uttrycken för det elektriska fältet och potentialen fås 
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( )
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

 
=  

Övning 17.4.  

Integrallösningen till Poisson’s ekvation (17.38) gäller under förutsättning av att laddningstätheten går 

mot noll fortare än 1/|𝑟̅|2 då |𝑟̅| → ∞ och om lösningen går mot noll som 1/|𝑟̅| då |𝑟̅| → ∞. 

Cylindern är emellertid oändligt lång och laddningstätheten är oberoende av z innanför cylindern, så 

för varje z är laddningstätheten skild från noll. Laddningstätheten går alltså inte mot noll då |𝑟̅| → ∞.  
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Vi kan därmed inte använda integrallösningen till Poisson’s ekvation. 

 

Övning 17.5.  

Vi vill lösa Poissonekvationen (17.3) 

2

0

cV



 = −  

Dessutom ska vi beräkna det elektriska fältet från potentialen med hjälp av 

 

E V= − . 

 

På grund av problemets symmetri och det faktum att laddningstätheten är konstant (beror ej av  eller 

) kommer lösningen endast att bero på r. Derivator med avseende på  och  i uttrycket med 

Laplaceoperatorn blir därmed noll. 

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i ett sfäriskt koordinatsystem enligt (14.5) får vi 
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För det elektriska fältet får vi, med hjälp av (10.61)  

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

sin
r z r

V V V V
E V e e e e

r r r r
 

  

   
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Vi ska alltså lösa ekvationen 
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1 V r
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
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    
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Vi börjar med att lösa ekvationen inuti cylindern. 

 

( ) ( ) 2
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( ) ( )3 1
2 0 0

2

0 0

1 1

3 3

dV r dV rr r c
r c

dr R dr R r

 

 

 

   

+ +

 = − +  = − +
+ +

 

 

Vi noterar att vi redan har uttrycket för det elektriska fältet 
1
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1
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I centrum av sfären måste fältet vara noll. Vi får därmed c = 0. 

Vi övergår nu till att lösa Poisson’s ekvation. Integration med avseende på 𝑟 ger 
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Inuti sfären blir det elektriska fältet och potentialen 
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Utanför sfären är laddningstätheten noll, så vi har att lösa Laplace’s ekvation i sfärisk geometri. Vi vet 

från Avsnitt 17.2, uttryck (17.12) att lösningen i detta fall blir 

( )out

a
V r b

r
= − +  

 

Vi kan anta att lim
𝑟→∞

𝑉(𝑟) = 0. Detta ger b = 0. 

Det elektriska fältet beräknas nu utifrån 

2
ˆ ˆ

out r r

V a
E e e

r r


= − = −


 

 

 

Återstår nu att bestämma konstanterna a och d. 

 

Två relationer kan användas: 

(1) Kontinuitet för det elektriska fältet i r=R 

( ) ( )in outE R E R=
 

(2) Kontinuitet för potentialen i r =R 

( ) ( )in outV R V R=
 

 

Dessa två villkor ger två ekvationer för bestämning av konstanterna: 
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Lösningen utgörs av 
3 2
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a d

 

   
= − =
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Insättning i uttrycken för elektriska fältet och potentialen ger 
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Notera att 
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Vi kan därmed skriva 
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vilka utgör uttrycken för elektriska potentialen och fältet från en punktladdning. 

Lösningarna skissas i Figur L21.   

 

Figur L21. Geometri för Övning 17.5 för >0. 

 

Övning 17.6.  

Integrallösningen till Poisson’s ekvation (17.39) tillämpad på elektrostatiska fält blir enligt (17.54)  
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där 𝑟̅ är ortsvektorn som identifierar punkten P i vilken vi vill beräkna fältet, 𝜌𝑐(𝑟̅′) är den elektriska 

laddningstätheten i 𝑟̅′, 𝜀0 dielektricitetskonstanten i vakuum och   är integrationsvolymen (hela 𝑅3). 

Laddningstätheten inuti sfären är 𝜌𝑐(𝑟̅′) = 𝜌0(𝑟/𝑅)𝛼. Integralen blir 

( ) 0

0

' 1
'

4 '
V

r
V r dV

R r r






 
=  

− 
         

Notera att 𝜌𝑐 är noll utanför sfären; detta är viktigt för lösningen, vilket vi strax kommer att se.  

Om vi använder ett sfäriskt koordinatsystem med origo i centrum av sfären får problemet sfärisk 

symmetri, utan beroende av variablerna 𝜃 och 𝜑. Endast beroende av 𝑟 kvarstår.  

För att lösa integralen behöver vi ta fram uttryck för 𝑑𝑉′, 𝑟̅′ och 𝑟̅. Eftersom vi använder sfäriska 

variabler kan vi skriva 𝑑𝑉′ med hjälp av (10.60): 

2' ' sin ' ' ' 'dV r dr d d  =         

Ortsvektorn 𝑟̅′ pekar på källpunkter i 𝑅3. Vi kan skriva 𝑟̅′ = 𝑟′𝑒̂𝑟 eller, i ett kartesiskt koordinatsystem, 

med hjälp av (10.50) 

ˆ ˆ ˆ' 'sin 'cos 'e 'sin 'sin 'e 'cos 'ex y zr r r r    = + +      

I princip kan också vektorn 𝑟̅ skrivas på denna form. Men lösningen beror ju endast av 𝑟, vilket är 

avståndet mellan origo och punkten P där vi vill beräkna fältet. För enkelhets skull kan vi anta att 

punkten P har koordinaterna 𝜃 = 0 och 𝜑 = 0 (P ligger på z-axeln). Med användning av denna 

förenkling ger (10.50)  

êzr r=           

Problemets geometri illustreras i Figur 17.3. 

Vi kan nu beräkna |𝑟̅′ − 𝑟̅|; 

( )ˆ ˆ ˆ' 'sin 'cos ' 'sin 'sin ' 'cos 'x y zr r r e r e r r e    − = + + − ,                 

2 2' ' 2 ' cos 'r r r r r r− = − + ,       

vilket ger integralen 
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2 2

0 0

2 2
0 0 0 0 0

' ' sin ' ' ' '
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4 ' 4 ' 2 ' cos 'V

r r dr d d
V r dV

R r r R r r r r

  

 

    

  

 +

= =
− − +

       

Notera att i princip är integrationsgränserna för 𝑟′ [0, ∞] eftersom integrationsdomänen är hela 𝑅3. 

Men eftersom laddningstätheten 𝜌𝑐 = 0 för 𝑟 > 𝑅 kommer vi dock endast att integrera i intervallet  

[0, 𝑅]. 

Integranden har inget 𝜑′-beroende, så integrationen med avseende på 𝜑′ ger 2𝜋, 
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Integrationen med avseende på 𝜃′ är lite mer komplicerad. Substitutionen 𝑥 = cos𝜃′ passar bra här 

och ger d𝑥 = −sin𝜃′𝑑𝜃 samt  
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Vi måste behandla kvadratrötterna försiktigt. Eftersom de ska vara positiva är det lämpligt att använda 

absolutvärden. För den första kvadratroten gäller √(𝑟′ − 𝑟)2 = |𝑟′ − 𝑟|. Vi får två olika fall, beroende 

på värdet på 𝑟′. Om 𝑟′ > 𝑟 gäller |𝑟′ − 𝑟| = 𝑟′ − 𝑟. Om 𝑟′ < 𝑟 gäller, för att garantera ett positivt 

resultat, att |𝑟′ − 𝑟| = 𝑟 − 𝑟′. Den andra kvadratroten är enklare att hantera. Eftersom både 𝑟 och 𝑟′ 

är positiva är 𝑟′ + 𝑟 alltid positivt. Därför har vi i detta fall endast en möjlighet; √(𝑟′ + 𝑟)2 =

|𝑟′ + 𝑟| = 𝑟′ + 𝑟. Integralen blir 
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Om punkten P befinner sig innanför sfären, det vill säga 𝑟 < 𝑅, och vi sätter in detta resultat i uttrycket 

för integralen får vi 
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Om punkten P är utanför sfären, det vill säga 𝑟 > 𝑅, utgörs integrationsområdet för 𝑟′ fortfarande av 

[0, ∞]. Men eftersom laddningstätheten är noll utanför sfären kommer den del av integralen som 

svarar mot regionen [𝑅, ∞] att vara noll. Vi integrerar därför endast i området [0, 𝑅]. Integralen blir 
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Vi når därigenom samma resultat som i 17.5, där differentialekvationen löstes direkt. 

 

Övning 17.7.  

Vi vill lösa Poissonekvationen. På grund av problemets symmetri och att laddningstätheten är konstant 

med avseende på  och , kommer lösningen endast att bero på r. Därför blir derivator med avseende 

på  och  i Laplaceoperatoruttrycket noll. 

Om vi uttrycker Laplaceoperatorn i sfäriska koordinater enligt (14.5) fås 
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Integration ger 
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Här är c = 0 eftersom det måste gälla att 𝜕𝑛/𝜕𝑟 är noll i centrum (alternativt kan man resonera att 𝑛 

måste vara begränsad i centrum). 
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Utanför solen finns ingen källa vilket innebär att här ska Laplaces’ ekvation lösas i sfäriska koordinater. 

Vi vet redan från Avsnitt 17.2, Ekvation (17.12) att lösningen i detta fall är 

( )out

a
n r b

r
= − +  

Vi vet också att långt ifrån solen måste tätheten gå mot noll, det vill säga lim
𝑟→∞

𝑛𝑜𝑢𝑡(𝑟) = 0. Detta 

innebär att b = 0. 

Återstår att bestämma konstanterna a och d. 

Vi har två villkor att använda för detta. 

(1) Kontinuitet för tätheten i r = R 

( ) ( )in outn R n R=  
(2) Täthetens värde i r = R 

0( )outN R N=
 

 

Dessa två villkor leder till ett system med två ekvationer för bestämning av de två konstanterna:  
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Lösningen är 
2
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R
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Insättning av konstanterna i uttrycken för tätheten ger 
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Övning 17.8.  

Integrallösningen till Poisson’s ekvation ∇2𝜙 = 𝜌, det vill säga (17.38), är 
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där 𝑟̅ utgör ortsvektorn som definierar de punkter P i vilka vi vill beräkna fältet, 𝜌(𝑟̅′) utgör en skalär 

funktion av positionen 𝑟̅′ och 𝑉 är integrationsvolymen som i detta fall utgör hela 𝑅3. Notera att vi vill 

lösa ekvationen ∇2𝑛𝐻𝑒 = −𝑆, med 𝑆 = 𝑆0(1 − 𝑟/𝑅), vars integrallösning är 
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Notera även att 𝑆 är noll utanför sfären, ett faktum som kommer visa sig vara viktigt för att lösa 

problemet. 

Om vi använder ett sfäriskt koordinatsystem, med origo i sfärens centrum, får problemet sfärisk 

symmetri utan beroende av 𝜃 och 𝜑, endast av 𝑟. Vi förväntar oss därmed att lösningen endast beror 

av 𝑟. 

För att lösa integralen behöver vi finna uttryck för 𝑑𝑉′, 𝑟̅′ och 𝑟̅. Eftersom vi använder sfäriska 

koordinater kan 𝑑𝑉′ skrivas med hjälp av (10.60): 

2' ' sin ' ' ' 'dV r dr d d  =         

Ortsvektorn 𝑟̅′ pekar på källpunkter i 𝑅3. Vi kan alltså skriva 𝑟̅′ = 𝑟′𝑒̂𝑟 eller, med användning av ett 

kartesiskt koordinatsystem, enligt (10.50): 

ˆ ˆ ˆ' 'sin 'cos 'e 'sin 'sin 'e 'cos 'ex y zr r r r    = + +      

I princip kan också ortsvektorn 𝑟̅ skrivas med hjälp av (10.50). Vi har emellertid sagt att lösningen 

endast beror av 𝑟, vilket är avståndet mellan origo och punkten P där vi vill beräkna fältet. För 

enkelhets skull kan vi anta att P har koordinaterna 𝜃 = 0 och 𝜑 = 0 (P är på z-axeln). Med denna 

förenkling ger (10.50) 

êzr r=           

Problemets geometri illustreras i Figur 17.3. 

Nu kan vi beräkna |𝑟̅′ − 𝑟̅|, 

( )ˆ ˆ ˆ' 'sin 'cos ' 'sin 'sin ' 'cos 'x y zr r r e r e r r e    − = + + − ,                 

2 2' ' 2 ' cos 'r r r r r r− = − + ,       



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 154 

 

varvid integralen blir  
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Notera att i princip är integrationsgränserna för 𝑟′ [0, ∞] eftersom integrationsdomänen är hela 𝑅3. 

Men eftersom 𝑆 är noll utanför sfären för 𝑟 > 𝑅 kommer vi dock endast att integrera i intervallet  

[0, 𝑅]. 

Integranden har inget 𝜑′-beroende, så integralen över 𝜑′ ger 2𝜋, 
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Integralen över 𝜃′ är lite mer komplicerad men kan lösas med substitutionen 𝑥 = cos𝜃′, som ger 𝑑𝑥 =

−sin𝜃′𝑑𝜃 och 
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Vi måste behandla kvadratrötterna försiktigt. Eftersom de ska vara positiva är det lämpligt att använda 

absolutvärden. För den första kvadratroten gäller √(𝑟′ − 𝑟)2 = |𝑟′ − 𝑟|. Vi får två olika fall, beroende 

på värdet på 𝑟′. Om 𝑟′ > 𝑟 gäller |𝑟′ − 𝑟| = 𝑟′ − 𝑟. Om 𝑟′ < 𝑟 gäller, för att garantera ett positivt 
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resultat, att |𝑟′ − 𝑟| = 𝑟 − 𝑟′. Den andra kvadratroten är enklare att hantera. Eftersom både 𝑟 och 𝑟′ 

är positiva är 𝑟′ + 𝑟 alltid positivt. Därför har vi i detta fall endast en möjlighet; √(𝑟′ + 𝑟)2 =

|𝑟′ + 𝑟| = 𝑟′ + 𝑟. Integralen blir 

2

2 2
0

2

2
2

' ' sin ' '
1

' 2 ' cos '

' ' ' '
2 ' 1 =2 ' 1            for    '

2 ' 2 '

' ' ' ' '
2 ' 1 2 1      for    '

2 ' 2 '


 



 
− = 

  − +

 − +    
− − − −     

    
= 

− + +    − − − = −          


r r d

R r r r r

r r r r r r
r r r r

R r r r r R

r r r r r r r
r r r

R r r r r r R

       

Om punkten P befinner sig innanför sfären, det vill säga 𝑟 < 𝑅 och vi sätter in detta i potentialen får vi 

integralen 
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Notera att i 𝑟 = 𝑅 antar vi att densiteten är 𝑁0. Vi har alltså 𝑛𝐻𝑒
𝑖𝑛 (𝑅) = 𝑁0, vilket ger 
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Om detta uttryck för 𝑆0 substitueras i uttrycket för densiteten fås 
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Om punkten P befinner sig utanför sfären, det vill säga 𝑟 > 𝑅, utgörs integrationsintervallet för 𝑟′ 

fortfarande av [0, ∞]. Men eftersom densiteten är noll utanför sfären kommer den del av integralen 

som svarar mot [𝑅, ∞] att vara noll. Vi utför därför integrationen i intervallet [0, 𝑅]. Integralen blir 
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Vi vet nu att 𝑆0 = 12𝑁0/𝑅2, vilket ger 
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Detta är naturligtvis samma resultat som i Övning 17.7. Verifiera gärna detta genom att insätta 𝑆0 =

12𝑁0/𝑅2 i den inre lösningen i Övning 17.7. 

 

Övning 17.9.  

Vi vill lösa Poissons ekvation i cylindriska koordinater. Med hjälp av (14.4) kan vi skriva 
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Vi vill att 𝜙 = 𝜌𝑠𝑠𝑖𝑛𝜑 utgör en lösning för något värde på 𝑠. Därmed söker vi ett värde på 𝑠 som ger 

( )2

4

3sin
sins 

 


 =  

Ekvation (14.4) ger 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

2 2 2

0

2 2 2 2 2

sin sin sin1 1
sin

sin sin 1 sin

s s s

s

s s s

z

s s

     
  

    

     

=

− − −

   
  = + + =
    
 

= − = −

 

Vi får 

( ) ( )

( )

2 2 2

4

2 2

4

3sin
sin 1 sin

3
1 2


   






−

−

 = − =

 − =  = −

s s

s

s

s s

 

Lösningen blir alltså 

2

sin



=  

  



 
Lösningar till övningsuppgifter, Vektoranalys 47-12617-0 © författarna och Liber AB 157 

 

 

Appendix 

 

Övning A.1.  

Spolen är en cirkel, så vi kan beräkna 𝑑𝑙 med (3.9). Cirkeln har radie R, så vi måste ha 𝜌 = 𝑅. 

dl Rd=  

Infinitesimala laddningen 𝑑𝑞 utgör produkten av 𝑑𝑙 med laddningstätheten 𝜆 

0

5cosRdq d dl   = =  

För att beräkna den totala elektriska laddningen måste vi integrera över hela spolen, från 𝜑 = 0 till 

𝜑 = 2𝜋. Vi skriver 

2 2

0 0

0 0

5 5cos cosQ d R dq R d

 

    = = =    

Integralen verkar inte enkel. Men vi noterar att funktionen 𝑐𝑜𝑠5𝜑 i området [0,2𝜋] är halvt positiv och 

halvt negativ. Så integralen blir noll.  

2

0

5

0 co 0sRQ d



 = =  

Övning A.2.  

Vi kan skriva ytelementen på halvcylindern med hjälp av (3.9). Cylindern har radie R, så vi måste ha 

𝜌 = 𝑅. 

dS Rd dz=  

Infinitesimala massan 𝑑𝑚 utgör produkten av 𝑑𝑆 med laddningstätheten 𝜎. På cylinderytan har vi 𝜌 =

𝑅. 

0 0

2 2 2cos cosRz Rd dz R z dd dd zm S      = − −==  

För att beräkna den totala massan behöver vi integrera över hela ytan, från 𝜑 = 𝜋/2 till 𝜑 = 3𝜋/2 och 

från 𝑧 = 0 till 𝑧 = ℎ.  

( ) ( )

 

3 /2 3 /2

0 0

0 /2 /2

3 /2

0 0/

2 2 2 3

0

3
2 2 3

2

2

1
cos cos

3

2
sin

3 3

hh

R z d dz R z d

h
R h

M

R

dm

 

 





  



 



=−

 
 = = − =
 

=

= −

= −

   
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Övning A.3.  

Ytan är en del av en sfär med radie R. Vi kan beräkna 𝑑𝑆 med (3.15) för 𝑟 = 𝑅. 

2 sin d ddS R   =  

Infinitesimala laddningen 𝑑𝑞 utgör produkten av 𝑑𝑆 med laddningstätheten 𝜎 

0

2 3

0

2sin sin sinR R dS dd d R dq d        = = =  

För att beräkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera över hela ytan. Ytan ligger i första 

kvadranten, från 𝜑 = 0 till 𝜑 = 𝜋/2 och från 𝜃 = 0 till 𝜃 = 𝜋/2. Integralen blir 

/2 /2

3 2 3 2

/2

0 0

0 0 0

/2 2

0

3

0

3

0

sin sin

sin 2

2

2 2 4 8

R d d R d

R

Q dq

R

  



    

 


 

 
 

= = =

 
= 

 

=

= −

   
 

Övning A.4.  

Kroppen är en del av en cylinder. Vi kan beräkna 𝑑𝑉 med (3.9). Notera att vi inte kan skriva 𝜌 = 𝑅 som 

vi gjorde i Övning A.2 eftersom föremålet inte är en yta och vi ska integrera över volymen. 

dV d d dz  =  

Infinitesimala laddningen 𝑑𝑞 är produkten av 𝑑𝑉 med laddningstätheten 𝜌𝑐 

2

0 0sin sinc d ddq dV dz d d dz           == =  

För att beräkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera över hela kroppen, från 𝜌 = 0 till 𝜌 =

𝑅 och från 𝑧 = −ℎ till 𝑧 = +ℎ för radie och höjd. För vinkeln 𝜑 integrerar vi från 𝜑 = 𝜋/2 till 𝜑 = 2𝜋.  

Integralen blir 

 

2 2

0 /2 0 /2

2 2

0 0

3 3
3

0 0

2
2

0/2

/2

sin sin

sin cos
3 3 3

2

2
2 2

h R R

h

d dQ dq h

h h

dz d d

h
R R

d R

 

 







         

     

−

= = =

= −

=

= = −

     



 

Övning A.5.  

Kroppen är en del av en sfär. Vi kan beräkna 𝑑𝑉 med (3.15). Notera att vi inte kan skriva 𝑟 = 𝑅 som vi 

gjorde i Övning A.3 eftersom kroppen inte är en yta och vi ska integrera över volymen. 

2 sindV r d d dr  =  

Infinitesimala laddningen 𝑑𝑞 är produkten av 𝑑𝑉 med laddningstätheten 𝜌𝑐 
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2 3

0 0cos sin cos sinc r r d ddq dV dr r d d dr          = = =  

För att beräkna den totala elektriska laddningen ska vi integrera över hela kroppen. Radiellt integrerar 

vi från 𝑟 = 0 till 𝑟 = 𝑅.  Eftersom kroppen ligger i kvadranten x < 0, y < 0 och z > 0, går vinkeln 𝜑 från 

𝜑 = 𝜋 till 𝜑 = 3𝜋/2 och vinkeln 𝜃 från 𝜃 = 0 till 𝜃 = 𝜋/2.  Integralen blir 

 

 

3 /2 /2 3 /2 /2

0 0 0

/2 /2
3 /2

0 0

/2

0

4
3

0 0

4 4

0 0

4 4

0 0

cos sin cos sin
4

sin cos sin sin
4 4

cos
4 4

R
R

r d d dr d d

R R
d d d

R R

Q dq

   

 

 






         

        

  

= = = =

= =

−

− =

= − = −

     

   

 

Övning A.6.  

Vi använder ett cylindriskt koordinatsystem för 𝑟̅, 𝑟̅′ och 𝑑𝑙′̅. Här är 𝑑𝑙′̅ är ett infinitesimalt 

längdelement längs kurvan, så vi har 

edrld ˆ' 0=  

Vidare är 𝑟̅′ en vektor från origo till 𝑑𝑙′̅, så  

err ˆ' 0=  

Vi benämner 𝑟̅ som positionsvektorn (från origo till punkten där vi vill beräkna 𝐵̅).  Eftersom vi vill 

beräkna längs z-axeln kan vi skriva  

zezr ˆ=  

Nu kan vi beräkna 𝑟̅ − 𝑟̅′ och |𝑟̅ − 𝑟̅′|. Vi har 

( ) 2/322

0

3

22

0

0

'

'

ˆˆ'

zrrr

zrrr

ezerrr z

+=−

+=−

+−=− 

 

Det sista steget innan integrationen är att beräkna kryssprodukten: 

( ) zedredzrrrld ˆˆ'' 2

00   +=−  

(för detaljer om kryssprodukter i cylindriska koordinatsystem, se Avsnitt 3.3 och Övning 3.4). 

Nu kan vi skriva integralen 
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( )

( )

( ) ( )

22
0 00 0

3 3/2
2 2

0 0

2 2 2
00 0 0

3/2 3/2
2 2 2 2

0 00 0

ˆ ˆ' '
( r )

4 4'

ˆ ˆ

4 4

z

L

z

zr d e r d edl r rI I
B

r r r z

zr eI I r e
d d

r z r z




 


  

 

 
 

 

+ −
= = =

− +

= + =
+ +

 

 

 

{för integralerna av basvektorerna kan vi använda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Övning 3.6. I 

sista termen beror basvektorn 𝑒̂𝑧 inte på 𝜑-variabeln, så vi kan flytta 𝑒̂𝑧 utanför integralen. I första 

termen beror 𝑒̂𝜌 på variabeln 𝜑, så vi måste integrera över 𝑒̂𝜌.}  

( ) ( )

2 22

0 0 0 0

3/2 3/2
2 2 2 2

0 00 0

ˆ
ˆ

4 4

zI zr I r e
e d d

r z r z

 



 
 

 
= + =

+ +
   

={vi kan först beräkna integralen som vi gjorde i Övning 3.6. Vi uttrycker 𝑒̂𝜌 med kartesiska 

basvektorer, så att ∫ 𝑒̂𝜌𝑑𝜑
2𝜋

0
= ∫ (𝑐𝑜𝑠𝜑𝑒̂𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑒̂𝑦)𝑑𝜑

2𝜋

0
= 𝑒̂𝑥 ∫ 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑑𝜑

2𝜋

0
+ 𝑒̂𝑦 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑑𝜑

2𝜋

0
= 0̅. 

Slutligen får vi} = 

( ) ( )

2 2

0 0 0 0

3/2 3/2
2 2 2 2

0 0

ˆ
ˆ0 2

4 2

z
z

I r e I r
e

r z r z

 



= + =

+ +
 

 

 

Övning A.7.  

Spolen är en cirkel i xy-planet med centrum i origo, så vi kan använda ett cylindriskt koordinatsystem. 

Vidare är 𝑑𝑙 ̅är ett infinitesimalt längdelement längs spolen, så med hjälp av (3.9) kan vi skriva 

  eRdedld ˆˆ ==  

eftersom 𝜌 = 𝑅 på cirkeln. Därefter kan vi beräkna kryssprodukten 𝑑𝑙 ̅ × 𝐵̅ (se Avsnitt 3.3 och Övning 

3.4).  











edRBeedRBeedRB

eeRBeRdBld

e

z

z

ˆcosˆˆsinˆˆcos

)ˆsinˆ(cosˆ

2

0

0

2

0

ˆ

2

0

0

=+=

=+=

==


 

Slutligen kan vi beräkna integralen 

==== 






 
2

0

2

0

2

0

2

0
ˆcosˆcos deRIBedRBIBldIF

L

 

= {För integralen av basvektorn kan vi använda metoderna i Avsnitt 3.4 och Övning 3.6. Basvektorn 𝑒̂𝜌 

beror på variabeln 𝜑, så vi måste integrera 𝑒̂𝜌. Vi uttrycker 𝑒̂𝜌 med kartesiska basvektorer} = 
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xxx

xyx

eRIBeRIBdeRIB

deRIBdeeRIB

ˆ
4

2sin

2
ˆcosˆ

ˆcos)ˆsinˆ(coscos

2

0

2

0

2

0

2

0

22

0

2

0

22

0

2

0

2

0













=







+==

==+=




 

Övning A.8.  

Ytan är en cirkel i xy-planet med centrum i origo, så vi kan använda ett cylindriskt koordinatsytem. Vi 

skriver nu 𝑑𝑆′, 𝑟̅ och 𝑟̅′ i ett cylindriskt koordinatsystem. Här är 𝑑𝑆 ett infinitesimalt ytelement i ytan, 

så med (3.9) har vi 

' ' ' 'dS d d  =  

Notera att vi inte kan skriva 𝜌′ = 𝑅 som vi gjorde i Övning A.7. Vi måste integrera över ytan, så 𝜌’ 

varierar från 𝜌′ = 0 till 𝜌′ = 𝑅.  

Eftersom 𝑟̅′ är en vektor från origo till 𝑑𝑆′, skriver vi 

ˆ' 'r e=  

med 𝑟̅ som positionsvektorn (från origo till punkten där vi vill beräkna 𝐸̅, längs z-axeln). Så vi har 

ˆ
zr ze= . 

Givet 𝑟̅ och 𝑟̅′ kan vi beräkna 𝑟̅ − 𝑟̅′ och |𝑟̅ − 𝑟̅′|, 

( )
3/232 2 2 2ˆ ˆ( ') ' ' ' ' ' 'zr r ze e r r z r r z  − = −  − = +  − = +  

Nu har vi alla ingredienser för att kunna beräkna integralen. Vi ska integrera över hela cirkeln, från 𝜌 =

0 till 𝜌 = 𝑅 och från 𝜑 = 0 till 𝜑 = 2𝜋. Integralen blir 

( ) ( )

( )

( ) ( )

00

3 3/2
2 2

0 0

' 2
0 0

3/2 3/2' 0 0 2 2 2 2
0 0 '

ˆ ˆ' ' ' ' '' '1 1
( )

4 4' '

ˆ' ' ' ' 'ˆ ' ' '

4 4' '

z

S S

R
z

S

ze e d dr r dS
E r

r r z

e d dze d d

z z



   

 

    

  

      

  

= =

= =

−−
= = =

− +

= − =
+ +

 

  

 

= {För integralerna av basvektorerna kan vi använda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Övning 3.6. 

I första termen beror basvektorn 𝑒̂𝑧 inte på variablerna 𝜌 och 𝜑, så vi kan flytta 𝑒̂𝑧 utanför integralen. I 

sista termen beror 𝑒̂𝜌 på variabeln 𝜑, så vi måste integrera 𝑒̂𝜌 (se Avsnitt 3.4 och Övningarna A.6 och 

A.7, vi uttrycker 𝑒̂𝜌 med kartesiska basvektorer} = 
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( ) ( )

2
' ' 2

0 0

3/2 3/2' 0 ' 0 02 2 2 2
0 0

0

0 0 0

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0

0

2 ' ' ' '
ˆ ˆ '

4 4' '

1 1 1
ˆ ˆ ˆ

2 2 2'

R R

z

R

z z z

z d d
e e d

z z

z z z z
e e e

zz z z R z R

   


  

     


  

  

  

= = =

= = =

=

 
 = − =
 

+ + 
 

    
= − = − = −      

+ + +      

  
 

där 𝑒̂𝜌-integralen beräknas exakt som i Övning A.6. 

 

Övning A.9.  

Valet av koordinatsystem är inte helt enkelt. Eftersom spolen har formen av en cirkel kan vi fundera på 

använda ett cylindriskt koordinatsystem. Men spolen ligger i planet x = 0, inte i planet z = 0. Dessutom 

definieras det elektriska fältet i ett sfäriskt koordinatsystem (basvektorn 𝑒̂𝑟). Det bästa valet blir ett 

sfäriskt koordinatsystem. 

Vi kan börja med att beräkna infinitesimala laddningen 𝑑𝑞. För 𝑑𝑙 måste vi använda 𝑑𝑙𝜃 i (3.15), se 

också Figur 3.6 (notera att 𝑑𝑙𝜃 inte beror på 𝜑-variabeln, så det spelar ingen roll i 𝑑𝑙𝜃-uttrycket om 

spolen ligger i x = 0 planet eller y = 0 planet). Vi har 

0 cosldq dl Rd   = =  

Den infinitesimala kraften på spolen är 

0
02

0 0

Qcos1
ˆ ˆcos

4 4
r r

Q
dF Edq e Rd e d

R R

 
   

 
= = =  

Men spolen ligger i x = 0 planet, så 𝜑 = 𝜋/2. Därför kan vi förenkla 𝑒̂𝑟: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos sin cos
2 2

r x y z y ze e e e e e
 

    = + + = + . 

 

Nu kan vi integrera över hela spolen, från 𝜃 = 0 till 𝜃 = 2𝜋: 

( )
2 2

0 0

0 00 0

22 2

20 0 0 0

00 0 0 00 0

0

Qcos Q
ˆ ˆ ˆcos sin cos

4 4

Q Q Q Qsin 2
ˆ ˆ ˆ ˆ    = cos sin cos

4 4 4 2 4 4

r y z

y z z z

F e d e e d
R R

e d e d e e
R R R R

 

 

  
    

 

    
    

   

=

= = + =

 
+ = + = 

 

 

 
 

Övning A.10.  

Vi kan använda samma steg som i Övning A.6, men integralen ska ha andra integrationsgränser. 
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          zezr ˆ=  

err ˆ' 0=  
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För basvektorintegralerna kan vi använda samma metoder som i Avsnitt 3.4 och Övningar A.6-A.9; 
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Övning A.11.  

Ytan är en halvsfär, så vi kan använda ett sfäriskt koordinatsystem. För att beräkna elektriska fältet kan 

vi använda följande uttryck från Övning A.8: 
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−
 . 

Vi ska nu ta fram uttryck för 𝑑𝑆′, 𝑟̅ och 𝑟̅′. Här är 𝑑𝑆 är ett infinitesimalt ytelement, så med (3.15) får vi 

2 2' ' sin ' ' ' sin ' ' 'dS r d d R d d     = =  
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Notera att i ytan har vi 𝑟′ = 𝑅.  Eftersom 𝑟̅′ är en vektor från origo till 𝑑𝑆′, kan vi skriva 

ˆ' rr Re=  

med 𝑟̅ som ortsvektorn i punkten där vi vill beräkna 𝐸̅, det vill säga origo. Vi har alltså 

0r = . 

Givet 𝑟̅ och 𝑟̅′ kan vi beräkna 𝑟̅ − 𝑟̅′ och |𝑟̅ − 𝑟̅′|, 

3 3ˆ( ') ' 'rr r Re r r R r r R− = −  − =  − =  

Nu har vi alla ingredienser för att kunna beräkna integralen. Vi måste integrera över hela ytan, det vill 

säga från 𝜑 = 0 till 𝜑 = 2𝜋 och från 𝜃 = 0 till 𝜃 = 𝜋/2; 
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Övning A.12.  

Ytan är en halvsfär, så vi kan använda ett sfäriskt koordinatsystem. För att beräkna elektriska fältet kan 

vi använda följande uttryck från Övning A.8, 
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Vi behöver nu ta fram uttryck för 𝑑𝑆′, 𝑟̅ och 𝑟̅′. Här är 𝑑𝑆 är ett infinitesimalt ytelement, så med (3.9) 

får vi 
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 ' ' 'dS Rd dz=  

Vi måste beräkna fältet i origo, så  

 0r =  

I ett cylindriskt koordinatsystem kan en punkt på ytan S beskrivas med ortsvektorn 
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Nu kan vi beräkna integralen:  
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