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Losningar och kommentarer
till uppgifter

Detta dokument innehéller svar, 16sningar och/eller kommentarer till uppgifter
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fall sarskilt kommenteras. Om svaret som ges i den tryckta boken skiljer sig fran
det svar som ges i foreliggande dokument &r det alltsa sannolikt i den tryckta
boken felet ligger.

Ett varningens ord: Det ar frestande att ta del av ett 16sningsforslag till en
6vningsuppgift man fastnat pa. I vissa fall kan detta vara lampligt, men det
kan ocksa ge en falsk kiinsla av sikerhet. Aven om man kan lisa och forsta ett
16sningsforslag innebér detta inte nddviandigtvis att man skulle kunna aterskapa
l6sningen pa egen hand. Anviand dérfor dessa 16sningsforslag pa ett ansvarsfullt
satt.

Denna samling med 16sningsforslag uppdaterades senast 31 januari 2022.
Alla kommentarer mottas tacksamt!

Forfattarna
robert. johansson@umu.se
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Kapitel 1

Grunder
1.1 Tal
5
1. a) 521
b) \/Z=2=%
1
c) O,l:E

d) Vi forlanger braket med 10 och far foljande
06 06-10 6 3

7 7.10 70 35

e) Konjugatregeln ger

(1+ \/5)-(1—\/5):12—(\/5)2:1—2:—1:_T1

f) Lat  =0,111111111111 ... D4 géller att

10z =1,111111111111 ... =14 =

1
vilket ger z = 9

=31
100

h) Lat z = 0,123. D4 géller att

g) —031=

1000x = 123,123 = 123 + x

ilket ger att x = % = 4—1
viket & ~ 999 ~ 333°

3
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KAPITEL 1. GRUNDER

Vi rédknar ut differensen mellan y och x genom att forst gora dem
likndmniga.

37 13 37-7-13-17 38
ST 17-7 177

y—x >0

Slutsatsen blir alltsa att y ar storst.

Eftersom bade = > 0 och y > 0 sa géller att
>y <= 22>y

Detta dr mycket anvindbart vid vissa storleksjamforelser.

Vi tittar darfor istéllet pa skillnaden mellan kvadraterna

2 2
y2—x2—(ﬂ) _(\/5>27577 -

408 4082
. 5777 —2.408% 1 -0
- 4082 4082

Vi drar slutsatsen att y? > 22 vilket alltsd, i detta fall, ger att y > .

Differensen y — = blir

3 V-1 11-55

5 2 10

vi kan avgdra om detta &r positivt genom att understka téljaren.
Ar 11 -5+5 positivt eller negativt? Eftersom bade 11 och 5 V5 ar
positiva sa kan vi avgora det genom att titta pa kvadraterna. Vi far
112 = 121 < 125 = (51/5)%. Vi kan alltsi dra slutsatsen att y < .

Bada talen &r positiva s& vi kan jamfoéra kvadraterna:
(2V3)2 = (V13)2=12-13<0

Detta ger att y > x.

3. Vi ska hitta a och b som uppfyller att /3 + /8 = a+ V/b. Efter kvadrering

av bada led far vi 3 + v/8 = a® + 2a Vb + b vilket skulle kunna ge en
16sning om a? + b = 3 och 2a vb = /8. Kvadrering av den andra likheten
ger foljande tva ekvationer:

a>+b=3
4a%b =8

Fran detta kan vi sedan hérleda att % + b = 3. Denna ekvation kan i
sin tur skrivas om till ekvationen b> — 3b 4+ 2 = 0, som har den positiva
losningen b = 2 (anvind exempelvis pg-formeln). Vi far alltsd a = 1 och
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b = 2 som losningar. Vi kan verifiera att detta verkligen stimmer genom
att kvadrera:

1+ Vv2)?=1+2V2+2=3+2V2=3+ 8

Eftersom 1+ /2 > 0 s& drar vi slutsatsen att 1+ /2 ar lika med /3 + /8.

Som en allmén regel ar det alltid bra att kontrollera sina l6sningar nir man
16st en ekvation, genom att sdtta in l6sningarna i ursprungsekvationen.

4. Tva rationella tal @ och b &r givna. Per definition kan de d&a skrivas som
a = k/l och b =m/n for nagra lampliga heltal k, ¢, m,n. Fragan &r nu om
a+b &r ett rationellt tal; det vill siga om man kan skriva a+b som p/q for
négra lampliga heltal p och ¢? Vi berdknar a + b med hjilp av vilkdnda
rakneregler for heltal:

b k
Ay A
Eftersom k, £, m, n ar heltal, sa ar d&ven kn—+£¢m och ¢n heltal. Om vi sétter
p = kn—+ ¢m och ¢ = In, s& ser vi att a + b kan skrivas som a + b = p/q,
dér p och ¢ &r heltal. Darfor 4r a + b rationellt, per definition. Eftersom
a och b var godtyckliga rationella tal, sa galler detta for varje summa av
tva rationella tal.

m kn fIm  kn+/fm
n

5. Lat a = ;- och b= % vara tva rationella tal, det vill sdga att n,p € Z och
m,q € N. Produkten blir ab = :1—’; dir np € Z och mq € N (produkten
av tva heltal blir alltid ett heltal och produkten av tva naturliga tal blir
alltid ett naturligt tal). Vi har alltsd bevisat att produkten ab &r kvoten
av ett heltal och ett naturligt tal och ddrmed att det ar ett rationellt tal.

6. Antag, for en motsigelse, att 22 = 7= dédr n € Z och m € N. Detta

leder till slutsatsen att /2 = % vilket betyder att V2 skulle vara ett
rationellt tal. Vi har alltsa hérlett en motségelse och kan darfor konstatera
att vart antagande om att 2 V2 € Q maste vara felaktigt. Talet 2 V2 ar

alltsa irrationellt.

Notera att motsédgelsebevis som bevismetod behandlas mer formellt och
detaljerat i ett senare avsnitt i boken.

7. Vi antar att rp € Q och hérleder en motsigelse. Om detta géller sa kan
vi skriva rp = > dér n ar ett heltal och m ett naturligt tal. Talet r ar
rationellt si det gar att skriva som r = 7 dér s # 0 &r ett heltal och ¢
ett naturligt tal. Om vi dividerar med r i det forsta uttrycket och sétter
in denna kvot istéllet sd far vi p = 2. Om s < 0 s& &r inte talet i
ndmnaren ett naturligt tal men vi kan i det fallet byta tecken pa téljaren
och ndmnaren utan att &ndra véirdet pa p. Vi kan alltsa dra slutsatsen att
p ar rationellt. Detta dr en motsigelse, sa antagandet att rp ar rationellt
maste vara felaktigt. Vi har alltsa bevisat att rp alltid &r irrationellt om

r # 0 &r rationellt och p ar irrationellt.
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8. Vi kan exempelvis ta p = ¢ = /2 som é&r irrationellt. Vi far da att
pq =2 € Q. Det finns manga andra tdnkbara exempel.

9. Vi antar att man kan skriva 24+ /2 = % for ett heltal a och ett naturligt
tal b. Vi kan skriva om detta som /2 = afb, men eftersom a — 2b maste

vara ett heltal far vi en motségelse. Slutsatsen blir att 2 + V2 maste vara
irrationellt.

10. Om r och r+p ér rationella sa kan vi skriva dem som r = > och r+p = 3.

Vifaratt p= ¢ — - = Smt—;ft vilket ger att p ar rationellt (med samma
typ av resonemang som tidigare). Eftersom detta dr en motsigelse s drar
vi slutsatsen att r 4+ p maste vara irrationellt.

11. Vi antar att ¢ = log,(3) = ¢ € Q. Logaritmlagarna ger att 2° = 3 = 2%. Vi
konstaterar forst att § = logy(3) > logy(1) = 0 s& bade a och b ér naturliga
tal (b 4r ju det per definition). Vi kan sedan anvénda potenslagarna och
skriva om likheten som 3% = 2%, Detta leder till en motséigelse eftersom
vansterled ar ett udda tal, oavsett vad heltalsexponenten b ar, och hogerled
ar ett jamnt tal, oavsett vad heltalsexponenten a &r. Talet ¢ ar alltsa
irrationellt.

1.2 Maingdlara

1. a) {3,5} b) {1,3,5,7,8} ¢) {3,6} d) {6} ) {8} f) {8}

2. Notera att mangden B kan skrivas som B = {—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4}
och méngden A bestar av alla kvadrater av de naturliga talen, det vill
siga A = {12,22,32 ..}.

a) Eftersom A N B bestar av alla kvadrater i B s& far vi att AN B =
{1,4}.
b) CNB bestar av alla naturliga tal i B, det vill siga CNB = {1, 2, 3,4}.

¢) B\ A édr méngden som vi fir genom att ta bort alla kvadrater fran
B, det vill sidga 1 och 4. Vi far méngden {—4, -3, —-2,—1,0,2,3}.

d) Alla element i A finns i D =7 sd vi far A\ D = 0.

e) Nér vi tar bort alla naturliga tal sd forsvinner allt som finns i méng-
den A och kvar blir de icke-positiva talen i mdngden B. Vi far darfor
méngden {—4,-3,-2,-1,0}

f) Allatali C\ A finns i D =Z sa vifar (C\ A)\ D = 0.

3. En méngd kan skrivas pa manga olika satt. Har dr nagra forslag:
(a) {reR:z>2*}={reR:2€(0,1)}
(b) {x:z =2n+1 for ndgot n € Z}
(c){z€eQ:22€Zy={zxeZ :2*>cZ}
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(d) {z € R:ax?+ bz +c=0 for nigra a,b,c € R}

4. Delméngder till A: 0, {a}, {e}, {a,e}

Delméngder till B: 0, {b}, {c}, {d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, {b,c,d}. A har
fyra delméngder och B har 8 delméngder.

En méngd med n element har 2" delméngder. Vi later d,, beteckna antalet
delméngder i en mingd {1, ...z, } med n element. Vi delar upp delméng-
derna i tva varianter, dar D dr de som inte innehéller elementet x,, och
Dy ar de som innehéaller z,. Man kan se att |D;| = |Da| = d,—1 (varje
delméangd i Dy kan paras ihop med en delméngd i Dy genom att ta bort
eller lagga till 2,,). Vi far alltsd att d,, = 2 - d,,—1 och om vi anvinder att
dp =1 (en méngd med noll element har tomma méngden som delméingd)
sa kan vi se att d,, = 2™ - dy = 2".

Ett annat sitt att resonera ar att man da man bildar en delméngd for vart
och ett av de n elementen ska vélja om det ska vara med i delméngden
eller inte, alltsa tva valmojligheter for vart och ett av elementen. Totalt
far man da 2-2-....2 = 2" olika valmdjligheter, och ddrmed ocksa 2"
olika delméangder.

5. Forslagsvis Q \ Z.
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(e)

9. Venn-diagrammet for (A U B)° ser ut som foljer:

Venn-diagrammet for AN B¢ &r likadant. Alltsa &r de tva méngderna lika,
och vi har ett visuellt bevis for de Morgans forsta lag. Den andra delen av
uppgiften 16ses pa liknande satt.

10. Ett element som ligger i ANB maste ocksa ligga i A. Eftersom alla element
i AN B tillhor A sa géller att AN B C A.

11. Eftersom bada méngderna dr tomma sa kan man dra slutsatsen att pasta-
endena att varje element i A tillhér B och tvirtom bada &r sanna. Detta
betyder att méngderna &r lika per definition.

12. Det finns delméngder av Z som inte har ndgot minsta element, exempel-
vis hela Z sjilv. Varje delmingd av IN har ett minsta element, men inte
nodvandigtvis ett storsta element.
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13. Méngden har inget minsta element. For varje element 3 € Q™ finns mindre
element, exempelvis 5. Ett forslag pa en avtagande foljd ar % for n € N.
Om a ar en kandidat till det minsta strikt positiva rationella talet, sa finner
vi omedelbart ett strikt mindre strikt positivt rationellt tal, exempelvis

a/2. Alltsa finns det inget minsta sadant tal.

1.3 Logik

1.
A|B||A>B| -A| (A VB
s|s S F S
S| F F F F
F|S S S S
F|F S S S

Man kan se att kolumn 3 och 5 har samma véirden, vilket ger att A —
B < (-A)V B.

2. Sanningsvirdestabellen for A — B finns redan i texten, och sanningsvér-
destabellen for =B — —A ser ut som foljer:

A|B| ~A|-B|--B—-4
S| S F F S
S | F F S F
F | S S F S
F | F S S S

Att de tva uttrycken &r logiskt ekvivalenta foljer genom jamforelse av de
forsta tva spalterna respektive den sista spalten.

3. a) Giltig om B ar sann eller om A ar falsk.

b) Utsagan kan lisas som Det finns ett x sd att z2 < x. Detta ir exem-
pelvis sant om = € R eftersom vi kan ta ett £ mellan 0 och 1 i det
fallet. Om déremot x € Z sa finns inget  som uppfyller olikheten.

c) Giltig om x > 5, eftersom 2 > dr+4omx > 2+ /8 <5 Omx > 5
ar alltsd den andra olikheten ockséa uppfylld.

d) Falsk, eftersom ekvationen ar ekvivalent med —1 = 1.

Man kan dock tdnka sig ndgot exotiskt talomrade T dér —1 = 1, och
déar skulle utsagan vara sann for alla z € T.

e) Giltig exempelvis om z € Z, men inte om z € Q.
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4. Tabellen ar identisk med tabellen for —A. Uttrycken —A och A | A &r
alltsa logiskt ekvivalenta. Uppgiftens andra del ges av tabellen nedan.

A| B | -A | -B | (-4) | (-B)
S|s| F | F S
S|FI| F | S F
F|S| s | F F
F|F| s | s F

Man kan se att kolumnen fér (—A) | (—B) ar den samma som fér A A B.
Slutsatsen blir att (-A) | (-B) <= A A B.

5. Tabellen stélls upp pa samma séatt som i foregaende exempel och uppgifter.
Notera att tabellen maste ha med alla 8 kombinationer av sanningsvirden
F/S for de tre variablerna A, B och C.

A|B|C || AvB | (AvB)—>C
S| S| S S S
S| S |F S F
S| F|S S S
S| F|F S F
F|S]|S S S
F|S|F S F
F|F|S F S
F|F|F F S

6. Du maste fraga den underariga person 4 om denna druckit alkohol, samt
person 2, som ju har druckit alkohol, om han &r 18 ar eller dldre. Notera
att du inte behover fraga person 3, som ju ar 6ver 18, om denna druckit
alkohol.

7. Vi gar igenom korten fran vénster till hoger.
(a) Det forsta kortet som dr markerat med ett y kan inte bryta mot

regeln eftersom det inte kan ha ett  pa nagon sida.

(b) Det andra kortet méaste ha ett a pa andra sidan for att inte bryta
mot regeln. Vi méaste alltsa vinda pa det andra kortet.

(c) Det tredje kortet som har ett a kan inte heller bryta mot regeln. Om
det ar ett z pa andra sidan s& uppfylls regeln och om det ar ett y sa
finns inget x alls p& kortet och regeln kan dérfor inte brytas.
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(d) P& det sista kortet méste vi kontrollera att det inte ar ett « pa andra
sidan.

De kort du maste vinda pa &r kortet markerat med z, och det som é&r
markerat med b.

Jamfor girna denna uppgift med féregdende uppgift.

. Forslag pa svar:

a) Ej giltig. Liknar modus ponens.
b) Giltig. Existensintroduktion.
¢) Giltig. Omskrivning av modus tollens.

d) Ej giltig. Liknar badde modus ponens och modus tollens.

. Hur detta ska skrivas beror pa hur man tolkar ’bara’ Om man ser 'bara’

som att det uttrycker en nédvindig forutsattning kan detta skrivas som
(-BVA) = —C

Forledet (B V A) beskriver da att nagot av de tva villkoren B = ”det ar
sondag” eller mA = ”det regnar inte”, inte ar uppfyllda. Om nagot av de
tva villkoren inte ar uppfyllda maste detta leda till att -C' = 7vi aker inte
pa utflykt”.

Om man istéllet tolkar ’bara’ som att det ar en nédvandig och tillricklig
forutsattning, sa kan detta skrivas som

(BA-A) = C

Forledet (B A—A) uttrycker nu att bada villkoren &r uppfyllda, och precis
da detta géller sa aker vi pa utflykt.

1.4 Definitioner, satser och bevis

1. Enligt standarddefinitionen: n ar delbart med m omm det finns ett annat

heltal k sadant att n = m - k.

. Vi anvinder att (-B) = (—A) &r logiskt ekvivalent med A = B for

att bevisa att om n? dr jimnt delbart med 3, si dr dven n det. Vi kan

alltsa istéllet bevisa att 34 n = 3 { n?.

Vi antar déarfor att 3 4 n. Det betyder att vi far en rest » = 1 eller r = 2
da vi delar n med talet 3. Vi kan skriva det som n = 3q + r for nigot
q € Z. Det i sin tur ger att n? = (3¢ +r)? = 9¢* + 6¢ + r2. Vi delar in
resten av beviset i tva fall beroende pa vardet for r.

Fall 1: Om r = 1 s blir n? = 3(3¢%>+2¢)+r = 3m+1 diir m = 3¢>+2q € Z.
Det betyder att vi fir resten 1 nir vi delar n? med talet 3, och dirmed
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giller 3 1 n?.

Fall 2: Om r = 2 sd far vi n? = 3(3¢> +2¢) + 4 = 3m + 1 dir m =
3¢ +2q+1 € Z. Aven i detta fall far vi alltsa resten 1 nir vi delar n?
med 3, och Aterigen giller 3 { n2.

Sammanfattningsvis: Om 3 1 n sa blir resten 1 nir vi dividerar n? med
talet 3. Vi kan allts& dra slutsatsen att 3 4 n2 om 3 ¢ n, vilket i sin tur ger
att 3| n? = 3| n.

3. F6lj metoden i beviset for satsen om att /2 ¢ Q, och anvind resultatet
fran foregaende uppgift.

4. Folj metoden i foregaende uppgift. Notera att slutsatsen att n dr delbart
med 71 om n? &r delbart med 71 bygger pa att 71 inte ar ett kvadrattal
(det &r till och med ett primtal).

Exempelvis giller att 4 delar 182 = 324 = 22 - 3%, men 4 delar inte 18,
eftersom 18 = 2 - 32, och alltsa bara innehaller en faktor 2.

5. Vivisar att (AC B) = (AUB=DB)och (AUB=B) = (ACB).
Ur detta foljer att (AU B = B) < (A C B).

(a) Vi visar forst att (A C B) = (AU B = B).
Antag darfor att A C B, det vill sdga att t € A = = € B. Vi ska
under denna férutsittning bevisa att bade AUB O B och AUB C B
géller och ur det kan vi sedan dra slutsatsen att AU B = B. Vi delar
darfor upp resonemanget i tva steg.

(i) Om z € B sa géller att t € AUB, d.v.s. AUB D B.

(ii) Om = € AU B sa géller att « € A eller x € B, men eftersom
A C B ar en forutsittning sa far vi alltid att € B i detta fall.
Ur det foljer att AU B C B.

Punkt (i) och (ii) ger att (AC B) = AUB = B.
(b) Vivisar nu att (AUB =B) = (A C B).
Antag darfor att AUB = B. Vi ska under denna forutsittning bevisa

att A C B. Om z € A sé foljer att z € AU B = B, och darfor géller
aven r € B.

Vi har nu visat bade att (A € B) = (AUB = B) och (AUB =B) =
(A C B), och drar slutsatsen att (AU B = B) <= (A C B).

6. Folj forslagsvis uppstéllningen i analysen av beviset for sats 1.1.3.

7. I en triangel maste summan av langderna for tva sidor alltid vara storre
dn langden av den tredje sidan. Det betyder att a + b > ¢. Omvént géller
att om a+ b > ¢ didr a < b < ¢ sa kan vi ta en stricka av langd ¢ med
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dndpunkter i P och @, samt rita cirklar med radierna a och b och med
centrum i dessa punkter. Eftersom a +b > ¢ och a < b < ¢ s& maste dessa
cirklar ha tva skdrningspunkter, lat R vara en saddan punkt. D4 bildar
PQR en triangel med sidorna a, b och ¢ (se figur nedan).

Satsen som efterfragas bor darfor lyda som foljer:

Sats 1.4.1. Tre stickor med lingder a < b < ¢ kan bilda en triangel om
och endast om a + b > c.

. Det finns @ delméngder med exakt tva element. Man kan argumen-

tera for detta pa foljande satt:

For att bilda en delméngd med exakt tva element viljer man forst ut ett
av de n elementen, och déarefter ett av de kvarvarande n — 1 elementen.
Hér finns alltsd totalt n(n — 1) olika mojligheter.

Man méste dock ocksa ta hansyn till att en mingd bara bestdms av vilka
element som ingar, inte deras ordning. Om man forst viljer elementet z
och sedan elementet y far man samma méngd, {z,y}, som om man forst
viljer y och sedan z. Om man rdknar till n(n — 1) méngder har man
darfor raknat varje mingd tva ganger, en gang som {z,y} och en ging
som {y,z}. Det rédtta antalet ar dérfor n(n — 1)/2.



Kapitel 2

Ekvationer och olikheter

2.1 Ekvationer

1. a) Ekvationen z? = 4x kan skrivas som z(x — 4) = 0. Eftersom en
produkt av reella tal endast kan vara noll om minst en faktor &r noll
sa far vi att © = 0 eller (x —4) = 0, det vill siga att © = 0 eller x = 4.

b) Med samma resonemang som i uppgift a) far vi att 22 + 2z = 0

eller 22 + z = 0. I det forsta fallet far vi 2 = 0 eller z = —2 och i
det andra att x = 0 eller z = —1. Sammanfattningsvis far vi alltsa
x=—2, = —1 och x =0 som lésningar.

c¢) Vi kan skriva ekvationen som (z%)? = 16. Om vi séittert = 12 s& far
vi t? = 16 vilket ger t = +4, det vill siga 22 = +4. Kvadraten av ett
reellt tal maste vara positiv sa den enda mojligheten ar att z? = 4

vilket ger x = £2.

d) Kvotuttrycket &r definierat fér de = for vilka ndmnaren inte ar noll,
det vill siga for 2 4+ 4 — 16 # 0, vilket ger  # —2+ 1/20. Det enda
sittet att fa hela uttrycket att bli noll 4r om téljaren ar noll, det vill
sdga om x = 2. Eftersom kvotuttrycket adr definierat i x = 2 sa ar
ocksa x = 2 en losningen till ekvationen. Om kvotuttrycket inte hade
varit definierat for « = 2 sa skulle ekvationen istéillet sakna l6sning.

2. (a) Viloser forst med kvadratkomplettering och sedan med den s4 kallade

pg-formeln.

15
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1. Med kvadratkomplettering:

Detta ger att ekvationen kan skrivas om som

1 V5

I
T+ 5 9
och vi far alltsa att
1
r=-—-=+ ﬁ
2 2

2. Med pg-formeln:

N O

Efter forenkling far vi samma svar som med kvadratkomplettering.

(b) Vi skriver forst om ekvationen som en kvadratisk ekvation:

2+ \/m = <=
vVer+10=xz -2 —
(VT F10) = (& — 2)2 —
r+10=2? -4z 44 =
2> —5r—6=0
Med kvadratkomplettering eller pg-formeln far vi att © = —1 eller
2 = 6. Vi har alltsd £ = —1 och z = 6 som mo&jliga 16sningar men om

vi sétter in x = —1 s& blir vinsterledet 2 + v/9 = 5 och hogerledet
x = —1. Det betyder alltsa att x = —1 &r en falsk rot. Om vi sétter
in z = 6 sa blir bada led 6 sa vi har en 16sning x = 6.

Den falska roten kunde uppstéa eftersom vi inte har ekvivalens mellan
rad 2 och rad 3 i omskrivningen till en kvadratisk ekvation.
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(c) Viskriver om ekvationen till 22 —52—5 = 0 och anviinder pg-formeln.

8
|

8
I

H-
= &
+
at

[N}
at
DO
(en]

S

8
|

8
Il

(SIS I T RS N TG I YRS S R
H_

H_

H_
M‘Emﬁl
+

8
I

(d) Vénsterledet dr definierat nédr ndmnaren inte &r noll, det vill séga
nar x # 2. Vénsterledet kan bara bli noll om téljaren &r noll. Vi 1éser
déarfor den ekvation som ges av att sitta téljaren lika med noll, alltsa

2 —x—2=0.

Med pg-formeln far vi att = 2 eller x = —1, men uttrycket var inte
definierat for x = 2 sa vi far endast x = —1 som l6sning.

3. I ekvationen 622 — 4x = 0 kan vi enkelt faktorisera viinsterledet eftersom
béda termerna har en gemensam faktor z. Vi far da ekvationen pa formen
x(6z —4) = 0. For att produkten ska vara noll maste nagon av faktorerna

4 _ 2

vara noll, sa vi far att losningarna ér x = 0 och x = 5 = 3.

Ekvationen 3z2 — 5 = 0 kan skrivas om som 3z2 5, vilket ger z =

++4/5/3.
Om man dnda vill anvinda en 16sningsformel for att 16sa ekvationerna ska
man tdnka pa att de saknade termerna motsvarar nollor, sa att exempelvis
622 — 4z = 0 kan skrivas som 622 — 4z + 0 = 0, och har 16sningarna
44+ v16—-4-6-0 1:|:1
xr = = — —_
2.6 3 3

dar vi alltsa for ¢ i formeln satt in ¢ = 0.

4. 1. Kvadratkomplettering fungerar alltid for att 16sa kvadratiska ekvatio-
ner:

2 —22-1=0

(r—1)2-1-1=0

(x—1)2=2
=1+ 2



18 KAPITEL 2. EKVATIONER OCH OLIKHETER

2. I detta fall kan man dven anvinda ett knep, ndmligen faktorisering med
hjalp av konjugatregeln:

2 =22 -1=0
(x—1)2-1-1=0
(x—-1)2*-2=0

(x—1)— V2)((z —1)+ vV2)=0

Minst en faktor maste vara noll sd vi far £ = 1+ V2 eller z = 1 — /2.

3. Man kan ocksa tédnka sig andra metoder, exempelvis att med hjalp
av ett numeriskt tillvigagangssatt gissa losningarna, och verifiera att de
faktiskt ar losningar.

5. Lamnas till ldsaren.

6. I det fjarde steget dividerar man med a — b = 0, vilket ar otillatet.
For att det sista steget ska vara giltigt maste b # 0 gélla.

7. For att pg-formeln ska kunna tillampas maste ekvationen skrivas om sa
att 22-termen har koefficient 1. Det kan vi géra genom att dela bada led
med a, som foljer:

b
ax2+bx+c:O<:>:62+—:v+E:0
a a

Vi ser att vi maste ta p = 3 och ¢ = £. Vi sitter in detta i pg-formeln,
och far

4ac Vb2 — dac
2a a  4a? 22

dér vi i andra ledet satt braken under rottecknet pd gemensam ndmnare.
Vi ser att detta direkt motsvarar formeln ur Sats 2.1.2. De bada formlerna
ger darfor alltid samma 16sningar.

2.2 Polynomdivision och Faktorsatsen

1. Polynomdivision ger:

—(=22)(z2 + 1)
3z
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Vi far alltsa kvoten 23 — 22 och resten 3. Vi kan kontrollera att utrakning-
en stimmer genom att kontrollera att 2° — 2% +2 = (22 +1)(2® — 2x) + 3.

2. Polynomdivision ger:

2z +3

222 4 5z + 3 z+1
—2zx(x+1)
3z + 3
—3(x+1)
0

Vi far att 222 + 52 + 3 = (z + 1)(22 + 3), vilket ger att q(x) = 2z + 3.

3. Minst en faktor méste vara noll sa vi har antingen att 7z —5 = 0 eller att
22+ 22 — 1 =0. I det forsta fallet far vi = %, och i det andra fallet att

x=—-1++V2ellerz=—-1— 2. Sammanfattningsvis har vi att x = %,
ellerz = -1+ v2ellerz = -1 — 2.

Vi kan relativt enkelt kontrollera att alla dessa faktiskt &r losningar, genom
att sdtta in i ursprungsekvationen.

4. Man kan se att p(1) = 0 sd Faktorsatsen ger att (z—1) maste dela p(z). Om
vi utfor polynomdivision sé ser vi att p(x) = (x—1)(2? 42z +1). Man kan
med hjilp av kvadreringsreglerna se att den sista faktorn ar utvecklingen
av (z+1)% 84 vi far p(x) = (x — 1)(z + 1)?, vilket ger rétterna x; = 1 och
X9 = T3 = —1.

5. Faktorsatsen ger att p(xz) = (xr — a)(x — b)(z — ¢)g(x) dar ¢(x) &r ett

polynom som inte har nagot nollstille. Graden hos p(zr) maste alltsa vara
minst 3.

Man kan ocksé bevisa (med hjalp av den sa kallade Algebrans fundamen-
talsats) att ¢(z) maste vara en konstant c. Detta ger att

p(z) = c(x —a)(z — b)(z —¢)
och att polynomets grad méaste vara exakt 3.
6. Om r ar en rot sa géller att
p(r) =ao+arr +ar®* + -+ a,7" =0
vilket kan skrivas som

ag+r(ay +aor+ -+ a,r"" ) =0
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eller

r(ay 4 agr + - 4 apr™h)

= —ao
Om nu 7 och alla a; &r heltal s& méste parentesen i vinsterledet vara ett
heltal som vi kan kalla ¢g. Vi har d& att r(—q) = ag, det vill siaga att r

delar ag.

Om r = 0 ar en rot s géller 0 = p(r) = ag, det vill sdga att polynomets
konstanta term ar noll.

. Polynomdivision med avseende pa x ger:

22 + zy + 2
3 — B T—y

—z*(z —y)
2%y —y°
—xy(r —y)
oy? — P
—y*(z —y)
0

Detta kan sammanfattas som 2® — y® = (z — y)(2? + 2y + y?). Faktiskt
géller &ven att 2™ —y™ alltid har z —y som en faktor om n &r ett naturligt
tal.

Om vi byter ut y mot —y i ekvationen sa far vi 2® +¢® = (z + y)(2? —
xy + y?). I det senare fallet blir kvoten mellan 23 + y3 och z + y alltsa
% — Ty + yz.

2.3 Olikheter

1. Olikheterna kan 16sas med flera olika tekniker. Losningsforslagen héar illu-

strerar en del av denna variationsrikedom. Att skissa graferna lamnas till
lasarens grafritande rdknare eller motsvarande.

(a) Vi skriver om olikheten som 0 < z(x — 1) och gor en teckentabell for
uttrycket i hogerled.

8
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Viser att 0 < z(z — 1) for x € (—o0,0] eller z € [1,00).

(b) Vi gor en teckentabell 6ver faktorerna i vansterledet. Faktorerna byter
tecken i punkterna -2, 2 och 3 sa vi tar med dessa vérden i tabellen.

-2 2 3
% % % x
T+ 2 — + + o+
-3 - - -+
2z — 4 - - +  +
(x4 2)(x —3)(2z — 4) - + -+

Viser att (x+2)(z—3)(22x—4) <0da x € (—oo,—2) eller z € (2,3).
(¢) Vi multiplicerar olikheten med z och 1 + x och far tre fall.

Fall 1: Om z < —1 sa dr bade = och 1+ x negativa sa olikheten byter
riktning tvd ganger och blir oférindrad. Vi far alltsd 22 < (1 + )2
vilket kan forenklas till —% < z. I detta fall f&r vi inga l6sningar
eftersom x < —1 och —% < z inte bada kan vara uppfyllda samtidigt.

Fall 2: Om —1 < x < 0 d& &r det bara x som ar negativ sa olikheten
byter riktning en gang och blir efter férenkling —% >x. Vi far

1
—1 < ——
<x< 5
i detta fall.

Fall 3: Om z > 0 sa ar bade = och 1 + x positiva sa olikheten byter
inte riktning och blir efter forenkling —% < z. I detta fall far vi 16s-
ningen x > 0.

Sammanfattningsvis far vi att = € (=1, —1] eller = € (0,00).

Ett alternativt sdtt att 16sa uppgiften ar att samla allt i olikhetens
hogerled och skriva om enligt foljande.

0< T _1+x: 1—|—2x'
“ 14z x z(1+x)

Vi kan sedan gora en teckentabell 6ver de ingaende faktorerna x, 1+x
och 1+ 2z.
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Vi multiplicerar olikheten med x och far tva fall.

Fall 1: Om z > 0 s& far vi olikheten 1 < z? vilken har l6sningarna
x < —1 och x > 1. Méjligheten att x < —1 utesluts av att z > 0 sa
vi far att x > 1 i detta fall.

Fall 2: Om z < 0 si far vi olikheten 1 > 22 vilken har lésningarna
—1 <z < 1. Vifar 16sningen —1 < z < 0 i detta fall.

Sammanfattningsvis far vi att « € [—1,0) eller z € [1, 00).

Vi samlar alla termer i vansterled och far olikheten
2?2 —3x—2<0.

Om vi léser ekvationen 22 — 3z — 2 = 0 s& kan vi faktorisera viins-
terledet med hjélp av Faktorsatsen. Kvadratkomplettering eller pg-
formeln ger rotterna x = % + @
ringen

, vilket i sin tur leder till faktorise-

Om vi nu gor en teckentabell sa kan vi se att olikheten géller for
v e [@ _ VT 3 ﬁ}
2 2 02 2 |

Alternativt kan vi konstatera att andragradsuttrycket z? — 3z — 2
som finns i vinsterledet a&r mindre dn noll fér x som ligger mellan
dess rotter.

Vi sétter t = 22 + 1 och far olikheten v/t < 2. Eftersom vénsterledet
ar positivt sa kan vi skriva om detta som ¢t < 4. Om vi nu séitter
in 2 igen s fir vi olikheten z? + 1 < 4, vilket kan forenklas till

(z— v/3)(z+ v/3) < 3. Denna olikhet &r uppfylld for — /3 < z < /3.

Olikheten géller for € (—o00,0). Vi kan se att grafen till y = 3z
ligger under y = 2x nar x < 0.
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(b) Olikheten kan skrivas som z

23

+-3

2 > 4 vilket i sin tur & samma som

x € (—oo,—2] eller x € [2,00). Vi kan se att grafen till y = 2% + 1
ligger 6ver y = 5 nir x ligger i dessa intervall.

y=a>+1

f } f T

1 2 3

(c) Eftersom 0 < vz + 188 giller att vz +1 <2 < (Vz +1)% <22

Vi far alltsa olikheten x < 3. Olikheten ar bara definierad for x > —1
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sa vi far 16sningen = € (—1,3). Vi kan se i figuren nedan att grafen
till y = v/ + 1 ligger under y = 2 for dessa x.

Y
3Ak
y=+vr+1
2
y=2

1
/ } } } x
-1 1 2 3

(d) For att olikheten ska gélla sd ska antingen téljaren vara noll, det vill

.. o 5
siga r = —3,

far tva fall:

eller s& ska téljaren och ndmnaren ha olika tecken. Vi

: Taljaren ar positiv och ndmnaren negativ ger = > —g och
. Detta fall ger alltsa att = > %.

Fall
x >

Wk

Fall 2: Namnaren ar positiv och téljaren negativ ger x < —g och
x < %. Detta fall ger alltsa att x < —g.

Sammanfattningsvis far vi att € (—oo, —2] eller z € (3, 00). Grafen
till y = if'gi visas i figuren nedan. Den bestar av tva delar, en till
vénster om den prickade linjen x = % och en till hoger om den. Den
som ligger till hoger &r hela tiden mindre dn noll men den som ligger
till vanster ar mindre an eller lika med noll for x < —%, precis som

vi visade ovan.
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&

3. Man kan resonera som s& att 2+ 22 —4x3 > 1+ 22— 422 > 1 — 423, I den
forsta olikheten anviander vi att 2 > 1 och i den andra att 22 > 0.

4. T nést sista steget delar vi med /z—1 som &r negativt eftersom 0 < z < 1,
och vi skulle da egentligen vinda pa olikheten sa att det blir 1 > 0 i sista

steget. Alla 6vriga steg ar korrekta.

2.4 Absolutbelopp

1. Se nedanstaende figur.

Losningen till olikheten kan nu avlisas som —% <z < 00.
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Om z > 0 sd ar |z| = z och da blir ekvationen z = 3. Om z < 0
sd ar |z| = —x och ekvationen blir —z = 3. Vi far alltsd losningarna
T = 3.

|z| > 0 s& det kan inte finnas nagra losningar.

Man kan tolka vinsterledet som avstandet mellan talet x och talet 3
pa tallinjen. Ekvationen kan alltsd utldsas som att avstandet mellan
x och talet 3 ska vara 3 enheter. Det finns tva tal som ligger pa av-
stdnd 3 fran talet 3: z =0 och z = 6.

Ett alternativt sétt att l6sa ekvationen pa &r att undersoka fallen da
z—3>0o0chz—3<0.

Vi delar upp 16sningen i tva fall.

Fall 1: om x4+ 1 > 0 sa blir ekvationen /x + 1 + 1 = 1. Vi kvadrerar
och far ekvationen =z + 2 = 1 som har 16sningen z = —1. Genom
provning kan vi se att detta ar en losning till ekvationen.

Fall 2: om « + 1 < 0 sa blir ekvationen istillet /—x —1+1 = 1.
Efter kvadrering far vi att x = —1 men det ar inte en tillaten 16sning
i detta fall, eftersom vi antagit att © + 1 < 0).

Sammanfattningsvis far vi en 16sning z = —1.

Vi skriver om ekvationen som
lz] = (=D =1

och kan d& tolka den som att avstdndet mellan |z| och —1 ska vara
1. Vi far alltsd tva fall |x| = 0 och |z| = —2. Den senare ekvationen
har ingen 16sning men den forsta har 16sningen = = 0.

Vi séitter t = |x| och far andragradsekvationen t? — 3t + 2 = 0. Med
pg-formeln eller kvadratkomplettering far vi losningarna ¢ = 1 och
t = 2 vilket ger ekvationerna |x| = 1 och |z| = 2. Den forsta har
l6sningarna x = +1 och den andra x = +2.

Olikheten ar ekvivalent med —5 < 2x < 5 och om vi dividerar med
2 sa far vi l6sningarna —% <z < g I grafen nedan kan man se att
grafen till y = |2z| ligger under y = 5 for dessa x.
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b)

y
6 y = 2z
\. > /y—5
4»
3»
2»
1»
) ) ) ) X
-2 -1 12

Olikheten kan skrivas som |z — 1| < |z — (—1)| och kan da tolkas som
att avstandet mellan x och 1 ska vara mindre &n avstandet mellan
x och —1. Talet noll ligger mitt mellan 1 och —1 sa olikheten géller
for z < 0. I figuren nedan kan man se att y = |z — 1] ligger under
y=|r+1| for x <O0.

Uttrycket 2z — 1 i véinsterledet byter tecken da x = 5 och uttrycket
i hogerledet byter tecken da x = —3. Vi far alltsa tre fall.

N[

Fall 1: Om x < —3 sa ar bada uttrycken negativa och olikheten blir
—2z+1 < —z — 3. Det ger 4 < x men det ar inte en majlig 16sning i
detta fall.

Fall 2: Om -3 <z < % sa far vi olikheten —2x + 1 < x + 3 som har
l6sningen x < —%. Vi far —% <zx< % som l6sning i detta fall.
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Fall 3: Om % < x sa far vi olikheten 2z — 1 < = + 3 vilket ger = < 4.
Vi far alltsa 16sningen % < x < 41 detta fall.

Sammanfattningsvis far vi —% < x < 4.1 figuren nedan kan vi se att

grafen till y = |22 — 1| for dessa x ligger under grafen till y = |z + 3.

y =2z -1

—-5—-4-3-2-1 1 2 3 4 5

d) Vi kan skriva om olikheten som 3 > |z|, vilket &r ekvivalent med

—% <z< % Vi kan ocksé se detta pa graferna nedan.

Y y = ||
Ja
3
2
1
+ X
2 1 1 2 3 4
y=3—|r

Notera att det svar som anges i den tryckta versionen av boken &r
felaktigt, ndmligen att x < —% eller x > %
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e)

Vi delar upp lésningen i tre fall beroende pa om x > 0 eller inte och
om z + 1 > 0 eller inte.

Fall 1: Om = < —1 sa far vi olikheten —5 +1 < —x —1 — 2. Vi fir
16sningen x < —8 vilket innebér att vi far losningen x < —8 i detta
fall.

Fall 2: Om —1 <z <0 sd far vi olikheten —5 +1 <2 + 1 — 2 vilket
ger x < —%. Vi far inga 10sningar i detta fall, eftersom —% < -1,

alltsa utanfor intervallet —1 < z < 0.

Fall 3: Om x > 0 sa blir olikheten % +1<z+1-2, vilket ger z > 4.
Vi far 16sningen x > 4 i detta fall.

Sammanfattningsvis far vi 16sningarna x < —8 och 4 < z, vilket man
ocksa kan se pad graferna nedan.

Uttrycket som star inom absolutbelopp i vinsterled kan skrivas som
1+ 2 —22. Vi kan se att detta uttryck har rétterna x = % vilket

betyder att det ar positivt for = € (%5, 1+2—‘/5) Uttrycket i hoger-
led byter tecken i x =1 s& vi far fyra fall.

Fall 1: Om z < —1*2‘/5 sa far vi olikheten —1 — z(1 — z) < 1 — z,
vilket ger 2 < 2, som giller for — /2 < x < /2. Vi far 16sningarna
V2 <z< —# i detta fall.

Fall 2: Om —1=Y% < & < 1 84 far vi olikheten 1 + z(1 —z) < 1 -z,
vilket ger < x(z — 2) som i sin tur dr ekvivalent med att x < 0 eller
2 < z. Vi far 16sningarna —%5 < x <01 detta fall.

Fall 3: Om 1 <z < 1+2—‘/5 sa far vi olikheten 1 + z(1 —z) < =1+ =z
vilket motsvarar 2 < z2. Vi kan skriva om detta som att z < — /2
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eller v/2 < z. Vi ser d& att vi far l6sningarna V2 << 1+2—‘/5 i
detta fall.

Fall 4: Om 1+2‘/5 < x sd har vi olikheten —1 —2(1 —2) < =14z

vilket ger z(z — 2) < 0. Det senare &r sant for 0 < = < 2. Vi far

l6sningarna 1+2\/5 < x < 21idetta fall.

Sammantaget far vi — V2<ax<0och V2 < z<2som 16sning.

Y

r 4

y=14+2(1—-2)

y=1[1-z

g) Olikheten kan tolkas som att avstdendet mellan |z| och talet 1 ska
vara mindre dn 3. Vi kan skriva det som —2 < |z| < 4, vilket &r
ekvivalent med 0 < |z| < 4. Med samma avstandstolkning far vi
16sningen —4 < x < 4.

y =zl =1

y=3

h) Vi har att 22 + 1 > 0 for alla o s& beloppstecknet kan tas bort och
vi fir d& olikheten 22 < 0 vilken saknar 16sningar for reella tal .
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i) Med avstandstolkningen far vi att 0 < 22 < 2 vilket ger 0 < x < /2
eller —v2 < z < 0.

Y y=l2* 1
el
13
12
: y=1
+ Y Y + X
-2 -1 1 2

j) Om vi kvadratkompletterar andragradsuttrycket i vinsterledet s kan
vi se att det &r positivt for alla x.

2
5
22 +5r+9= (;v+§) +11/4 > 0.

Vi kan alltsa ta bort beloppstecknen och far da olikheten
2® +5x+9 < 3.

Vi flyttar sedan allt till vinsterled och faktoriserar med hjilp av
faktorsatsen

(z+2)(x+3)=2>+52+6 <0.

Andragradsuttrycket &r mindre &n noll for de x som ligger mellan
uttryckets rotter. Vi far alltsd —3 < x < —2 som 16sning.
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)
y = |2? + 5z + 9| 6
19
04
. 2y=3
|2
@
-4 -3 -2 -1
4. a) Vibevisar att |x| = |—z| for alla reella z genom att betrakta tva fall.
Fall 1: Om x > 0 sa far vi
Hogerled = |—z| = —(—z) = « = |z| = Véansterled.
Fall 2: Om z < 0 s& & —z > 0 och vi far
Hogerled = |—z| = —z = |z| = Vénsterled.

Vi har alltsa bevisat olikheten for alla x € R.

b) Eftersom |z| 4+ 1 > 0 for alla = sd kan vi ta bort de yttre belopps-
tecknen i vinsterledet. Olikheten géller alltsa for alla x € R.

¢) En av réknereglerna for absolutbeloppet &r att |xy| = |x||y| vilket i
sin tur betyder att |2%| = |z|? (sitt 2 = y). Det betyder att olikheten
géller for alla reella x.

d) Man kan se att olikheten inte &r sann fér z = 0:
0]—1=—-1#1=[0] —1].
Genom att dela upp i tva fall x < 0 och > 0 sa kan man visa att
olikheten géller for = € (—oo, —1] och z € [1, o).

e) Eftersom |z| + 2 > 0 s kan man skriva foljande likhet

2
Vel +2)" = o] + 2| =[] + 2.

I sista likheten anvénde vi att |x| + = > 0 och i forsta likheten att

Vy? = |y| for alla y. Vi har alltsd visat att olikheten 4r sann for alla
reella z.
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f

Olikheten ar inte sann for x < 0 eftersom vansterledet blir —1 da.
Den stammer daremot for z > 0 eftersom vénsterledet da blir & = 1.
For x = 0 ar vansterledet inte ens definierat.

Rékneregeln |z| = | — z|.

Detta ar precis uppgift 2.4.4.a.

Rékneregeln |z - y| = |z| - |y|.

Fall 1. Om = > 0,y < 0 foljer att |z-y| = —z-y = |z|- (—y) = |z|- |y|.
Ovriga tre fall kontrolleras p4 liknande sitt.

Rékneregeln = < |z| kan visas pa samma séitt genom uppdelning i
tva fall x > 0 och z < 0.

Triangelolikheten. Med hjilp av foregaende regel kan man konstatera
att
—(lzl +lyD) <z +y < 2]+ [yl

Vi kan sedan anvinda att |z| < ¢ <= —c¢ < z < ¢ for att i triangel-
olikheten (tag z = x 4+ y och ¢ = |z| + |y|).
Man kan &ven visa triangelolikheten genom fallindelning i fyra fall,

x <0,y <0 respektive x > 0, y <0 och z >0, y > 0. Fallet x < 0,
y > 0 fas fran fallet £ > 0, y < 0 genom att byta namn pa x och y.

6. Om y, = 0 si far vi |a| = /22 +02 = /22 = |2,| och pd samma sitt
att [b] = |zp| samt |b—a| = /(2 — 24)2 + (0 — 0)2 = |z}, — z4]. Vi ser
alltsé att definitionen st&mmer 6verens med definitionen av absolutbelopp
pa tallinjen.

I figurerna nedan kan man se att definitionen av |a| och |b—a| ger avstandet
till origo fran a, respektive avstindet mellan a = (x4, y,) och b = (xp, yp).
Notera sirskilt att (v — y5)? = (b — Ya)?.

a = (Ta,Ya)

| Y

...................... Tg;} .’L‘
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Kapitel 3

Summor och summatecken

3.1

Grundlaggande notation och riakneregler

)

b)

Man kan se att termerna &r potenser av tre: 32,3%,3% och 3°. Ett
séitt att skriva summan pa ar dérfor 25’22 3t

Avstandet mellan pa varandra foljande termer ar fyra s man kan
exempelvis skriva termerna som —3,—-3+4-1,—-3 + 4 -2, och sa
vidare. Med summanotation skulle det ge Z?:O —3+4 -7 men man
kan ocksa exempelvis skriva summan som 2?271 45 + 1.

Kvoten mellan tva pé varandra f6ljande termer ar 2 sa vi kan skriva
dem som 6,6 - 2%, 6 - 22, och s& vidare. Alternativt s startar vi pa
. . o 1 2 3 . 5 k

3 -2 istéllet och far 3-2%,3-2%,3.2° ..., vilket ger >~ _; 32"
Termerna &r alla pa formen # diar r = 2,3,4,5,6. Summan kan

6 r
r=2 r4+1"

alltsa skrivas som Y

5

> @i-1)=1+3+5+7+9=25

=1
100
Z3=3+3+...=95-3:285
1=6

95 termer

6
Zi2:0+1+4+9+16+25+36:91
1=0

6
Z2i:1+2+4+8+16+32+64:127
1=0

35
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3. Den forsta termen kan skrivas som 3 + 7 - 0, andra som 3 + 7 - 1, och sa
vidare. Den sista termen blir d& 3 + 7-94. Vi har numrerat termerna med
talen 0,1, ...,94 s& summan har alltsa 95 termer.

4. Forslagsvis
o0
>
i=1

Summan &r odndlig bade i den bemérkelsen att den har oédndligt antal
termer, men ocksa att dess virde inte dr dndligt.

5. a) Om vitar j =i — 2 sa far vi

10 10 10
D120 +2)+3=) 12j+27=) 12i+27.
j=1 j=1 i=1

b) Vitar i =k + 6 och far

DUE-6)+37=> (i—3)>=) (k—3)%
i=1 =1 k=1

¢) Vitar j =i— 3 och far

8 5 5

Z(sin(imc)) = Z(sin((j +3)mx)) = Z(sin((i + 3)7x)).

i=4 j=1 i=1

d) Vitar j =i+ 14 och far

13 13 13
NoVG-1)+15=> Vi+1=) Vit+L
j=1 j=1 i=1

6. Forsta och sista termen kan tas upp i summan genom att utéka index
med ¢ = 0 och ¢ = 33:

32 33
1+ (3i+1)+100 =) (3i+1)
=1 1=0

7. Summorna har lika manga termer, men inte samma termer. Exempelvis
sé ar forsta termen i A lika med 3 - (—1) + 5 = 2. Summan B bérjar med
3- (34 1) — 8 =4 och vixer med tre enheter for varje ny term. Summan
B kan dérfor inte innehalla termen 2.

8. (a) .
Hi:1~2-3~...~10:3628800

i=1
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(b) Man kan férkorta mellan alla pa varandra foljande faktorer i produk-
ten. Kvar blir den forsta téljaren och den sista ndmnaren.

[[(—-)-42.6 .18 4
st\i+1) 5 6 7 778 79 79

3.2 NAagra viktiga summor

1. Summan ar aritmetisk och kan darfér berdknas som s = w dar
n = 100, a; = 1 och ajpg = 100. Véardet blir 5050.

2. a
b

) Geometrisk, r = 2.

) Aritmetisk, d = —7.

¢) Varken aritmetisk eller geometrisk.

d) Geometrisk, r = /2.

e) Varken aritmetisk eller geometrisk.
)
)

f) Aritmetisk med d = 0 och geometrisk med r = 1.

3. a
10 10 10
o . . 10(10+1) _1—310
3 = 3 = 3 = 55+88572 = 88627
;(H— ) ;H—; SRS = +
b)
12
D B-i)=0+-1+-2+..+-9=—45
=3
Alternativt:
12 12 12
, , 10- (12 + 3)
3—i)=9 3— =10-3— ——— "% 30 —-75=—45

¢) P4 grund av faktorn (—1)® kommer termerna att omvéxlande vara
positiva och negativa. Vi har inte behandlat ndgon anpassad metod
for att berdkna sddana summor, utan vi far rdkna ut summan term
for term.

19
S5 (-1 =-1+2-3+4-5+ ...+ (-19) = 10
s=1

d) Summan ar en teleskopsumma.
22

Sy o B 81
—\i+l i+2) 6 24 24 8
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e) Summan har 1234 — 9 = 1225 termer som alternerar mellan +1 och
—1. Vi har alltsa 613 termer som &r +1 och 612 som &r —1.

1234
> (-1)* =613+612- (1) =1
s=10
f) Vi byter variabel till j =i + 101 och far
198 198
. _ 198 - (198 + 1)
—101+1= —-100= ————= —100-198 =

= 19701 — 19800 = —99.

Alternativt sa kan man se att alla termer utom den som har index
1 = —100 kommer ta ut varandra, sé att summan blir —100+1 = —99.

4. Om r = 1 sa ar summan en summa av identiska termer och vi far s = n-ay.

5. Vi far foljande ekvationssystem:

l=s(l)=a+b+c+d
5=15(2)=8a+4b+2c+d
14=15(3) =27a+9b+3c+d
30 =s(4) =64a+ 16b+4c+d

Detta kan l6sas exempelvis genom att eliminera variablerna en efter en,
med start i att d =1 — (a + b+ ¢) fran den forsta ekvationen. Ekvations-

systemet har lésningen a = %, b = %, c = % och d = 0. Vi far alltsa

att
nd n? n 2n3 +3n%2+n
e T
_n(n+1)2n+1)
B 6
Vi testar

55 = s(5) = ;
01 — s(6) = & (6+1)6(2-6+1)
140 = s(7) = T (7+1)6(2-7+1)7

vilket stdmmer bra.
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6. Vi bevisar forst likheten.

1 1 3+1i 2+ 7
24+4i 3+i (2493419 (B+)(2+4)
C3+i—(2+41) 1

2+ 0)B+0) 2+0)(B+9)

Vi anvénder sedan detta for att skriva om summan som en teleskopsumma.

$_ 1§11 111
~(2+)B+i) = (2+i) (B+i) 3 36 36
7. Summan ska tolkas som att bestar av odndligt manga termer, %, i, %, och

s& vidare. Om man avbryter summeringen efter n termer kan man skriva

Kvantiteten % kommer bli godtyckligt liten om vi bara later n bli till-
réckligt stort. Summan &dr med andra ord stérre dn varje tal » < 1 om
vi valjer ett tillrackligt stort n (alltsd tar med tillrdckligt manga termer
i summan), men samtidigt 4r den mindre &n 1 f6r varje n. Antag att vi
verkligen kunde summera odndligt manga termer och att vi da fick ett tal
som svar. D& finns det bara ett virde som kan vara mojligt och det &r
s = 1. Oéndliga summor som dessa brukar kallas serier.
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Kapitel 4

Induktionsbevis och
Binomialsatsen

4.1 Induktionsbevis

1. Vi later P, vara pastaendet att

n

> (2i—1)=n?

=1

och bevisar forst att induktionsbasen ar sann, det vill séiga att pastaendet
ar sant for n = 1. Vi betecknar hoégerled med HL; och véinsterled med
VL;, och far da foljande

1
VL =)» (2i-1)=2-1-1=1=1-1=HL,.
i=1
Vi har alltsa bevisat att induktionsbasen ar sann.

Nu antar vi att formeln dr sann for n = k, det vill sdga att P(k) &r sann
(induktionsantagandet), alltsd att VL = HLy , och bevisar med hjilp av
det att P(k+ 1) ar sann (induktionssteget), alltsd att VLg11 = HLg4q.

k+1 k
VLg=» (2i—1)= <Z(2i - 1)) +2-(k+1)-1

=1 =1
=VLp+2-(k+1)—1=HLy+2-(k+1)—1
=k*+2k+1=(k+1)* =HLpy 1.

Induktionsprincipen ger nu att pastaendet ar sant for alla n > 1. I den
tredje likheten har vi anviant induktionsantagandet, det vill séga att

41
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k

> (@2i—1) =k

i=1

eller med andra ord att VL = HLg.

2. Hur tar man fram en sddan formel? Man kan till exempel borja med att
experimentera med nagra sma fall:

n=1:
n=2:
n=3:
n=4:
n=>5:
n==6:
n="7:

1
Zzi:2
=1

2
Z2i=2+4:6
=1

3
Zzi:2+4+6:12
=1

4
Z2i:2+4+6+8=20
=1

5
Z2i:2+4+6+8+10:30

i=1

6
Z2i:2+4+6+8+10+12:42
1=1

7
Z2i:2+4+6+8+10+12+14:56

i=1

Sedan kan man titta pa féljden av summor, 2,6,12,20, 30,42, 56 och for-
soka se ett monster. Man kanske kan sin multiplikationstabell och ser att
2=1-2,6=2-3,12=3-4,20=4-5,30=5-6,42=6-7 och 56 = 7-8.
Da ligger det néra till hands att gissa att summaformeln kanske ska vara

n(n+1).

Om vi nu alltsé gissar att summan av de n férsta jamna positiva heltalen

kan skrivas som

Z 2i=n(n+1)
i=1

s& kan vi sedan férsoka bevisa detta med hjilp av induktion.

Vi bevisar forst induktionsbasen, det vill sdga att
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1
VL =) 2i=2-1=2=1-(1+1)=HL,
i=1

vilket stdmmer bra.

Vi antar sedan att formeln &r sann f6r n = k£ och bevisar med hjilp av det
att den ar sann for n = k + 1. Induktionsantagandet &r med andra ord

k

> 2 =k(k +1).

i=1

Vi skriver om véinsterledet pa samma sétt som i forra uppgiften:

k+1 k
VL =) 2i= <Z2z> +2-(k+ 1) =k(k+1)+2k+1)=

=1

—(k+1)(k+2)=(k+1)((k+1)+1) = HLg41.

Enligt induktionsprincipen géller darfor att summaformeln ar korrekt for
alla n > 1.

Hur kan man se detta geometriskt? Varje jamnt tal 2k kan delas upp i
tva lika stora delar, vardera k stor. Om vi gor en sadan uppdelning for
vardera jamnt tal fran 2 till 2n kan dessa delar passas ihop till en rektangel
med sidldngder n och n+ 1, som i figuren nedan. Figurens area motsvarar
da summans vérde, alltsd n(n + 1). Detta kan jamfora med figuren som
motiverar summaformeln fér aritmetiska summor.

Vi kan ocksa parafrasera figuren fér summan av de n forsta udda talen:
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Vi har héir en kvadrat med sida n + 1, som alltsd har total area (n + 1)2,
men n + 1 rutor (de skuggade) ska rdknas bort, s& den sokta arean &r
(n+1)2 - (n+1) =n(n+1), som tidigare.

Ett alternativt satt att finna (och samtidigt bevisa) summaformeln ar att
anvanda rakneregler for summor och observera att

=1 =1

och dérefter anvinda den bekanta summaformeln for aritmetiska summor.

. Vi borjar med att bevisa induktionsbasen, det vill sdga att olikheten géller

for det minsta naturliga talet n = 1. Vi ser att VL; = 13 > 12 = HL,, sa
induktionsbasen ar alltsa sann.

I nésta steg antar vi att olikheten ar sann for n = k, det vill sdga att
k3 > k2, och bevisar att den under denna férutsittning ocksa dr sann for
n =k + 1. Vi far f6ljande:

VL1 = (k+1)3 = (k4+1)(k+1)? = k(k4+1)*+(k+1)? > (k+1)? = HLy 1,

I sista steget anviinde vi att k(k + 1)2 > 0 (eftersom k > 1). Enligt
induktionsprincipen géller olikheten for alla n € IN.

Nér vi rdknade péd detta sitt behovde vi egentligen inte anvinda induk-
tionsantagandet for att bevisa olikheten for n = k+1. Induktionsprincipen
sédger dock bara att vi far anvinda induktionsantagandet om det behdvs,
inte att det madste anvéndas.

Om vi satter in allt ovanstaende i bevisschemat for induktionsbevis skulle
det kunna se ut som foljer:

Induktionsbevis. Vi vill visa att utsagan P(n) dr sann for alla n € N.
Vi anvinder oss av ett induktionsbevis.
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Vi visar darfor forst induktionsbasen, att P(1) dr sann, namligen att ...

Har foljer kontrollen av att P(1) ar sann: .............ccccviiiiiiii...
13 > 12 SEAMIMET. oo e

Vart induktionsantagande, P(k), ar foljande: ..........................
N

Vi vill nu visa induktionssteget, att P(k + 1) galler, namligen att . ... ...
(B4 1)3 > (k4 1) o

Har foljer beviset av att P(k) = P(k+1): ..o,
Vigsr = (k+1)3 = (k+1)(k+1)2 = k(k+1)2 4+ (k+1)% > (k+1)? = HLy 1y
I sista steget anvinde vi att k(k +1)% >0 (eftersom k>1). ...........

Vi drar med hjdlp av induktionsprincipen slutsatsen att utsagan P(n) dr
sann for alla n € N.

4. Induktionsbasen ska bevisas for det minsta giltiga vardet pa n, vilket i
detta fallet betyder att vi ska gora det for n = 3. Vi sétter in detta virde
i hogerledet respektive vinsterledet och far d& foljande: HLs = n? +5 =
32 +5 =14 och VL3 = n® = 3% = 27. Vi ser alltsi att olikheten gller for
n=3.
Nu antar vi att olikheten géller for n = k > 3, det vill sdga att k3> k245
for k > 3, och visar att olikheten géller &ven for n = k + 1.

VLepi1 = (k+1)°% =k +3k>+3k+1
> (k* 4+ 5) + 3k* + 3k + 1
>k?4+5=HLy,
I sista steget har vi anvint att 3k + 3k + 1 &r positivt, eftersom k ar
positivt och alla termerna déarfor ar positiva.

Enligt induktionsprincipen géller olikheten for alla naturliga tal n > 3.

5. Vi ska bevisa pastaendet att en aritmetisk summa kan skrivas som

n

_ nlar +ay)
; ai = 5 .

Hér géller alltsa att a; = bi 4 ¢ for tva tal b, ¢ € R, Induktionsbasen, som
ar pastaendet da n = 1, kan bevisas genom att vi utvecklar vansterled och
hogerled var for sig och ser att det blir samma sak:

1
1- L)1
VL,_; = Zai —a HL,_; = (al2+ an) _ (al2+ ar) —a
i=1
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Med andra ord: Om n = 1 s har vi bara en term i summan och da géller
att a,, = a1. Induktionsbasen ar alltsa sann.

Nu antar vi att pastaendet ar sant for n = k, det vill sdga att

i k(a1 + ar)
a; = ——=
, 2
i=1
och bevisar att det leder till att pastdendet ocksa ar sant for n = k + 1.
Vi ska alltsa bevisa att
E+1

ia} _ (Bt D(a1 +agt1)

(2 2 .
i=1

I beviset anvénder vi att de forsta k termerna ocksd utgdr en aritmetisk
summa.

k+1 k
VL,—p41 = g a; = Qg41 + g a; =
im1 i=1

k(a1 + a
:ak+1+¥:

B k(a1 + ax) + 2ax+1 _
= 5 =
_ (k+1)(a1 + ags1) + kag, — (k — Dag+1 — aq _
2
(k+1)(ar + ary1)  kap — (b —1)agsr —ar
+ =
2 2
(k+1)(a1 + ar+1)

= 9 +0= HLn:k+1

I sista steget anvinde vi att
kap — (k—1)agt1 —a1 = k(bk +¢) — (k= 1)(b(k+1)+¢c)— (b+¢) =0.

Induktionsprincipen ger nu att formeln ar sann for alla n > 1.

. Vi ska bevisa att

1=y
Z = 1—r
dér a; = b-r? for tva tal b,r € R. Induktionsbasen bevisar vi pa foljande
vis:
1
VLn:1 = Zai = dal
i=1

1—rt

HL,—1 =
1o 1—1r

= az.
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Induktionsbasen géller alltsa for n = 1.

Vi antar nu att pastdendet ar sant for n = k, det vill sédga att Zle =

1—1rk

ay och bevisar att pastaendet for n = k + 1 foljer ur det. Vi ska

r
med andra ord bevisa att

k+1
1— Tk-l—l

2 ai=br

k1 k
VL,—41 = g a; = Q41 + E a;
im1 i=1

1—7rk
1—r
br — brktl
——
b = b (1 — )b
- 1—r

br — bkt 4 prktl — ppk+2
- 1—r
br — brkt2

1—r

1— T.k—i—l

=br—— =HL,—t11
1—r

= ag41 + br

b,,,k+1

Vi har hir anvint induktionsantagandet i den tredje likheten. Induktions-
principen ger nu att formeln ar sann for alla n > 1.

7. Vi préovar med n = 1,2,3, 4, och s& vidare och ser att 62 > 5-6+ 3. En
gissning ar darfor att n? > 5n + 3 for alla n > 6. Vi bevisar detta med
induktion och utgar fran att vi vet att olikheten stdmmer f6r n = 6 som
induktionsbas.

Vi antar att olikheten &r sann for n = k > 6, det vill siga att k2 > 5k + 3
och forsoker bevisa att detta ger att olikheten &dr sann for n = k + 1.

Vo1 =k+1)? =k +2k4+1> Bk +3)+2k+1=Tk+4
=5(k+1)+3+2k—4>5(k+1)+3=HLy

I forsta olikheten anviandes induktionsantagandet och den sista olikheten
géller for all k for vilka 2k — 4 > 0. Det senare ar sant eftersom k£ > 6
(men det skulle rdcka med k > 2). Induktionsprincipen ger nu att formeln
ar sann for alla n > 6.

8. Lat P(n) vara pastaendet att en méangd med n element har @ del-
méngder med 2 element (vi kallar dem 2-delméngder i fortsittningen).
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Som induktionsbas tar vi P(0), det vill sdga att den tomma méangden har

0-(0—1)

=0
2

2-delméngder, vilket stdmmer bra.

Antag nu att P(k) &r sann, det vill sdga att varje mangd med k element

har 25D 9 delmiingder. Givet detta ska vi bevisa P(k + 1), det vill
sédga att varje mingd M med k + 1 element har (kH)((SH)*l) = (kgl)k

2-delméngder.

Méngden M har atminstone ett element eftersom k+1>0+1=1. Lat z
vara ett av elementen i M och blida en ny méngd M’ genom att ta bort =
fran M. Méangden M’ har precis k element sa enligt induktionsantagandet
kan vi konstatera att M’ har @ 2-delméngder. Dessa 2-delmangder
ar ocksd 2-delméangder till M och utéver dem finns ocksd k stycken 2-
delméngder pa formen {z,y} dar y € M’'. Det finns alltsd precis k séitt att

véilja dessa méangder pa. Vi far totalt
k(k—1) ke k(k—1)+2k  k(k+1)
2 B 2 2

2-delméngder i M, vilket bevisar att P(k+ 1) ar sann. Enligt induktions-
principen sa géller alltsd P(n) for alla n > 0.

. Vi ska bevisa att for alla n > 12 finns tva heltal a,b > 0 sa att n = 3a+7b.

Induktionsbasen bestéar av pastdendet att talet 12 kan skrivas som en
summa av 3:or och 7:or. Vi ser att det ar sant genom att skriva

12=3+3+3+3,

det vill sdga a = 4 och b = 0.

I induktionssteget ska vi anta att talet n = k > 12 kan skrivas som en
summa av 3:or och 7:or och bevisa att vi ur det kan dra slutsatsen att
dven n = k + 1 kan skrivas pa detta sétt. Vi delar upp resonemanget i tva
fall.

Fall 1: Om k£ = 3a + 7b och b > 2 sa kan vi skriva
k+1=3(a+5)+7(b—2)=3d"+7V

dar a’,b" > 0 ar tva heltal. I detta fall kan vi alltsa skriva talet k + 1 pa
det onskade viset.

Fall 2: Om k=3a+7boch b < 2sa gélleratt 3a=k—70>12—-7=5
vilket betyder att @ > 2. Vi kan da skriva

k+1=3a—-2)+70b+1)=3d+T7V
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10.

11.

dér o', b’ > 0 &terigen ar tva heltal. Aven i detta fallet kan vi alltsa skriva
k + 1 pa den givna formen.

Sammantaget kan vi se att vi alltid kan skriva n = k£ + 1 som summan av
3:or och T:or givet att vi kan gora det for n = k > 12. Induktionsprincipen
ger ddrmed att pastaendet dr sant for alla n > 12.

Induktionsbasen bestar av fallet da n = 1 och om vi sétter in det vérdet
i formeln for a,, sa far vi L;l = 1, vilket stdmmer bra med talf6ljdens
definition. Vi antar nu att formeln ar sann for n = k, det vill sdga att
ap = %. I induktionssteget bevisar vi att vi kan sluta oss till att formeln

dven géller for n = k + 1. Vi anvédnder forst definitionen av talféljden da
n =k + 1 och far féljande:

ak+1 = bag + 1

Med hjalp av induktionsantagandet (som vi anvénder i den andra likheten)
kan vi nu skriva detta som

5F —1
ak4+1 =dar+1=5" +1=
5+l 5 5kl 544
4 4
5k+1_1
4

Vi har med detta resonemang bevisat att formeln géller fér n = £+ 1 och
induktionsprincipen ger ddrmed att den &r sann for alla n € IN.

Vi ska bevisa att det inte finns nagot minsta motexempel till pastaendet
n < 2™ dd n € N. Precis som for det vanliga induktionsbeviset sa borjar
vi med att bevisa pastaendet for det minsta vardet pa n, det vill sdga for
n = 1. Pastaendet blir i det fallet att 1 < 2! vilket stimmer bra, s& n =1
ar inte ett motexempel.

Vi antar nu att vi har ett minsta motexempel for n = k > 2, det vill sdga
att k > 2% och resonerar sedan pa foljande vis. Vi har redan bevisat att k
kan inte vara 1 si 2871 > 2271 > 1, vilket ger:

k—1>92F_—1>92F 9kl =9kl

Vi har alltsd bevisat att om n = k &r ett motexempel till n > 2", sa
ar dven n = k — 1 ar ett motexempel till pastaendet. Detta leder till en
motségelse eftersom n = k skulle vara det minsta motexemplet. Slutsatsen
blir att det inte kan finnas nagot minsta motexempel fér n € N och det i
sin tur leder till att det inte kan finnas nagra motexempel alls. Den sista
biten av resonemanget hdnger pa att de naturliga talen har egenskapen
att varje icke-tom delméingd innehdller ett minsta tal).
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13.
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Felet ligger i att vi i induktionssteget antar att pastaendet ar sant for
k > 2, men i induktionsbasen har vi bara bevisat att pastaendet ar sant for
k = 1. Ett korrekt bevis skulle krava att induktionsbasen ocksa omfattade
k =2, men det skulle inte ga att bevisa eftersom pastdendet ar falskt.

For n =1 depa kan vi konstatera att all bensin finns vid en depa. Vi kan
alltsa starta dar, fylla tanken och sedan kora ett varv. Vi antar nu att
pastaendet ar sant for n = k depaer och bevisar det for n = k + 1 depéer.

Om vi har k + 1 depaer Dy, ..., Diy1 sd méste det finnas ndgon depd D,
dér det finns tillrickligt mycket bensin for att man ska kunna ta sig till
nésta depa (annars kan det inte totalt finnas bensin till ett varv). Lat Dy
vara depan som kommer direkt efter D,. Vi tdnker oss nu att vi flyttar
all bensin i Dy till depan D, sa att vi ser det som att vi har k depaer.

Vi konstaterar nu att induktionsantagandet ger att det maste finnas en
depd D, dar man kan starta och kora ett varv (c kan vara lika med a).

Om vi nu flyttar tillbaka bensinen till depa Dy, och startar i D, sa ar allt
oférandrat fram till depa D,. Nér vi ar i D, sa kan vi tanka upp all bensin
som finns dér och klara oss till depa D, (enligt vart resonemang ovan). Nér
vi ar framme i Dy sa har vi totalt fyllt pa med precis lika mycket bensin
som vi hade innan vi flyttade tillbaka bensinen till D; och det betyder att
vi kommer klara oss tillbaka till startpunkten i D..

Vi har bevisat att pastaendet géller for n = k 4+ 1 depaer, givet att det
géller for n = k depaer. Induktionsprincipen ger att pastaendet &r sant
for alla n > 1.

4.2 Binomialsatsen

1.

2.

Bada kan rédknas ut for hand enligt foljande.

12\ /12 12t 12
7) \7) T1@2-7)! 7.5

~12-11-10-9-8
5:-4-3-2-1
UL

I sista steget forkortar vi 10 och 12 i téljaren mot 5 - 2 respektive 3 -4 i
namnaren.

I foregaende uppgift sag vi att (172) = (172), och nu ska vi visa att detta
var ett exempel pa ett mer generellt samband.

(Z) - k!(nni N (n —nI!c)!k:! - (n . k:)
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3. Enligt Binomialsatsen har vi att

) £ GO B

Den term som vi ar intresserade av ges av att vilja k sa att 28 — 2k = 8,
det vill sdga for k = 10. Vi sétter in detta viarde och far foljande:

14\ (1 10.(962)14_10: 4y 1 g Me1312.01 1
10) "\ 2 4) 210 4.3.2.1 210

S T7-13-11

(22 = 3y)? = (22 + (-3y))°

= <2) 2929 — <£1)> 28328y + <g> 27327
9 9 9
_ (3) 2633$6y3 4 <4) 2534x5y4 _ <5> 2435x4y5
9 9 9 9
+ (6) 2336$3y6 _ (7) 2237$2y7 + (8> 2385Ey8 _ (9) 39y9

5. Vi anvdnder den vanliga kvadreringsregeln tva ganger, dar vi i det forsta
steget behandlar b + ¢ som en enda term.

(a+b+c)’=(a+(b+0)? =
=a’+2ab+c)+ (b+c)? =
= a® 4 2ab + 2ac + b + 2bc + ¢* =
=a? +b% + 2 4 2ab + 2ac + 2bc

6. Ja, vi har exempelvis att (2-5)! = 10! = 3628800 men 2 - 5! = 240.

7. Enligt definitionen s galler (g) = () =1forallan > 0. Vi tar detta som
var induktionsbas och antar att (Z) ar ett heltal for alla par av n och k
som uppfyller att 0 < k < sochn > k eller k = s och s <n <r. Vifar

(Y-()+ (.7

Enligt induktionsantagandet sa dr bada termerna i hogerled heltal och
alltsd maste dven talet i viansterled vara ett heltal. Vi har alltsd bevisat
att nédsta r-virde da k = s ger ett heltal och induktionsprincipen ger
dirmed att (Z) ar ett heltal for alla n > s. Om vi nu tar nésta s-virde
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sa kan vi resonera pa samma sitt och bevisa att ( " ) ar ett heltal for

s+1
alla n > s + 1. Induktionsprincipen ger da att (:) ar ett heltal for alla
n>k>0.
8.

(a+b)?=(a+b)(a+b) = Definition av potens
=(a+bla+ (a+b)b= Distributiv lag
=a?+ba+ab+b? = Distributiv lag
=a?+ab+ab+ 1V’ = Kommutativ lag
=a? + 2ab+ V?

9.
n __ n __ - n 1k qn—k _ - n
2" =(1+1) _Z(k) 1%.1 Z<k>
k=0 k=0
10.

1=1"=@p+1-p)" =) (Z) PP —p)nF

k=0



Kapitel 5

Trigonometri

5.1 Vinklar

1.

Anvind exempelvis att 1° = —gO radianer. Det ger att
™ ™ 21 3T

30°=—, 60°=—, 120°= — h 270° = —.
6 3’ 3 2

180\ °
. Anvind exempelvis att 1 radian ar (—) . Detta ger: g = 90° och
™

T
— = 315°.
4

. Eftersom 3-360° < 1200 < 4 -360° sa foljer det att det ryms tre hela varv

pa 1200°. Pa samma sétt far vi att 6 - 2r < 137 < 7 - 27 sa det ryms sex
hela varv i 137 rad.

Diagonalen delar hérnvinkeln mitt itu och maste déarfér vara hélften av

90°, vilket blir 45°. I radianer far vi hélften av 7, det vill sdga 7.

. Om triangeln ar liksidig sa ar alla vinklar lika, det vill séga att alla &r w.

Vinklarnas summa &ar 180° sa vi far 3w = 180°. Det ger att w = 60° och

i radianer motsvarar det 60° - 18’80 = %

. Vi tédnker oss en allmén fyrhérning, och delar den i tva trianglar som i

figuren nedan.

53
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De tva trianglar som bildas har bada vinkelsumman 180° och man kan se
att fyrhorningens vinkelsumma ar summan av trianglarnas vinklar. Fyr-
horningens vinkelsumma ar darfor 2 - 180° = 360°.

Om fyrhorningen inte ar konver kan man dnda dela den i tva trianglar,
som i figuren nedan, och upprepa samma argument. I figuren till vinster
ser vi att vissa forsok att dela en fyrhorning i tva trianglar genom att
sammanbinda tva motstaende horn med en diagonal inte pa ett sjalvklart
sitt leder till att fyrhorningen delas in i tva trianglar. I dessa fall duger
dock alltid den andra diagonalen, som i figuren till héger.

. Vi bevisar foljande pastaende for n > 3.

P(n): Vinkelsumman s i en n-hérning dr s = 180° - (n — 2) for n > 3.

Induktionsbasen P(3) blir den vilkdnda satsen om att en triangel har
vinkelsumman 180°. Vi antar att P(k) ar sann och bevisar att P(k + 1)
foljer ur det. Lat Hgyq1 vara (k+ 1)-horningen i figuren nedan med hérnen
numrerade fran 1 till £ 4+ 1. Lat T" vara den triangel som vi far genom att
férbinda hérnen 1 och 3 i Hy41. Bredvid T bildas da en k-horning som
vi betecknar med Hj. Vi kan nu sluta oss till att vinkelsumman i T &ar
180° och med hjilp av induktionsantagandet att vinkelsumman for Hy dr
180° - (k —2). Eftersom vinkelsumman s for Hj41 &r summan av vinklarna
i T och Hy, sa far vi att s = 180° 4 180° - (k —2) = 180° - ((k + 1) — 2).
Den sista slutsatsen ger att P(k+ 1) ar sann. Induktionsprincipen ger att
P(n) ar sann for alla n > 3.
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8.

10.

11.

I figuren nedan kan vi se att u + v = 180° och v + w = 180°. Ur detta

foljer att u = w.
A
w
v
Notera att en svaghet i detta bevis ar att vi inte uttryckligen argumen-
terat for att vi alltid kan hitta en ordning pa hérnen som faktiskt ger en
triangel 7. Om n-horningen inte &r konvex skulle horn 2 kunna vara en

“inbuktning”. Informellt sa kan inte alla hérn vara ”inbuktningar”, sa vi
kan alltid hitta ndgon triangel T att skdra bort sa att argumentet héller.

Om n-hoérningen faktiskt @r konvex kan vi ta vilken ordning som helst pa
hornen och alltid fa en triangel som fungerar i argumentet.

. Vinkelbdgens langd &r (enligt definitionen av radianer) r - w ldng. Om

r = 1 sammanfaller w och C.

I nedanstéende figur kan man se hur sex enkronor precis far plats runt en
sjunde enkrona. Notera att alla vinklar runt myntet i mitten ar lika, det
vill sdga v = 60°, och att alla de trianglar som bildas &r liksidiga.

I figuren nedan visas forst mynten bredvid varandra i startpositionen.
Den gemensamma tangeringspunkten kan vi beteckna med P = @, dér
punkten P ligger pa det vanstra myntets omkrets.

Under denna figur visas mynten efter att ha det hégra har rullat langs med
kanten av det véanstra myntet. Det hogra myntet har da roterat vinkeln
w~+v runt sitt centrum, och punkten @ har forflyttat sig nagot. Man kan se
att u = w (alternatvinklar). Man kan ocksa se att v = w eftersom mynten
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har varit i kontakt lingst en gemensam cirkelbage under rotationen. Vi
far alltsa att det hégra myntet har roterat vinkeln v + v = 2w. Om vi tar
w = 360° sa kommer da det hogra myntet ha roterat 2 - 360° runt sitt
centrum, det vill sdga tva varv.

Startposition

Efter rotation

5.2 Pythagoras sats

1. Pythagoras sats sdger att a2 + b%> = ¢ déir a och b &r kateter och ¢ ar

hypotenusan. Om vi substituerar a = 80 och b = 18 sa far vi
2 =80% + 182 = 6724,

vilket ger ¢ = ++1/6724 = 482. Eftersom ¢ ar en stricka sa kan det
negativa virdet avfirdas, och vi farc = 82. Notera att a, b och ¢ alla &r
heltal, vilket inte 4r normalfallet.

2. I figuren nedan har vi dragit hojden A i en liksidig triangel med sidan 3.
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Pythagoras sats ger

9="h*+
9 27
R2=9_- =20
4 4
h=+ %:ig:ig\@,

séh:%\/g.

3. I figuren nedan har vi dragit tva hojder i triangeln och delat in dem i tva
delar, dels cirkelns radie r och det som blir 6ver, vilket vi betecknar med z.
Strackan AB har langd % eftersom triangeln &r liksidig, och C' &r cirkelns
medelpunkt pa grund av triangelns symmetri. Notera att triangeln ABC
ar ratvinklig.

Pythagoras sats ger oss tva ekvationer, den forsta for triangeln ABD och
den andra for triangeln ABC"
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vilket vi substituerar i den andra ekvationen och far

r? = (ﬁ—r)2+i.

2
Om vi utvecklar kvadraten i hogerled och férenklar sa far vi r = %
Cirkelns omkrets blir dérfér 27r = 2—\/’% och dess area blir 712 = 5

En alternativ 16sning fas genom att observera att observera att triangeln
ABC ir likformig med triangeln DBA, eftersom bada ér rétvinkliga och
vinkeln AC'B ér lika stor som vinkeln DAB, pa grund av att den stora
triangeln ar liksidig. D& far man ur likformigheten att Hl_m = \/gl 7= ﬁ,
dér man enkelt kan losa ut r = %

. I figuren nedan kan man exempelvis dra en rymddiagonal fran hornet A

till hérnet C' (den streckade linjen).

Denna stricka ar hypotenusa i den ratvinkliga triangeln ABC'. Pythagoras
sats ger darfor foljande:

|AC|? = |AB|? + |BC|?

dar |AB|, |BC| och |AC| ér langden av respektive strackor AB, BC och
AC. Strackan AB ér en sida i kuben, och vi har darfor |AB| = 1. Langden
av BC kan berdknas med Pythagoras sats:

|BC|?> = |[BD* +|CD* =1* + 12 = 2.
Vi séitter in detta i den forsta ekvationen och far att |AC|? = 3. Léngden

av rymddiagonalen ar darfor /3.

Notera att diagonalens lingd i en kvadrat med sida 1 har lingd /2, och
man kan visa med induktion att den langsta rymddiagonalens ldngd i en
n-dimensionell kub har lingd /n.
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5. Avstandet d som soks kan skrivas som

d= /(z—0)2+ (y —0)2 = /22 + (3 — 22)2.

Vi soker alltséd det minsta vardet som detta uttryck kan anta. Vi skriver
om det med hjélp av kvadratkomplettering:

d=m=\/5(12—15—2+§)=

Vi ser att detta uttryck har sitt minimum da =z = g, eftersom kvadraten
ar noll for detta virde pé x, och strikt positiv for alla andra virden pa x.

Den punkt som soks ér dérfor (z,y) = (2, 2), och det minimala avstdndet

éir%\/g.

Som alternativ kan man resonera med hjalp av vissa geometriska begrepp.
I figuren nedan har vi streckat det linjestycke som vi méter avstandet langs
med. Det kortaste avstandet fas da linjen C'D &r rétvinklig mot linjen AB.
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Man kan se att trianglarna ABC och C' DB éar likformiga eftersom vinkeln
vid D maste vara rat. Detta leder till foljande:

|CD|  |AC]
|CB|  |AB|
Vi kan se att [CD| = d, |AC| = 3, |CB| = 2 och med hjilp av Pythagoras
sats att |[AB| = /32 + (%)2 = 2/5. Vi fér alltsa att
AC| 3 2 3
d=CB- 1m0t = 2. = =2 /5
|AB] 2 5 5 V5

6. a) Foljande likhet bevisar pastdendet.
52 + 122 = 25 4 144 = 169 = 132
b) Om (a,b,c) ar en pythagoreisk trippel sa géller att

a® +b% = 2.
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Vi multiplicerar med k2 och skriver om uttrycket.

k2a? + k2% = K22
(k:a)2 + (kb)2 = (kc)2

men detta betyder per definition att (ka, kb, kc) ar en pythagoreisk
trippel.

c¢) Foljande likhet bevisar pastdendet.

(2mn)? + (m? —n?)? = m* + 2n’m? + n* = (m? + n?)?

5.3 Trigonometriska funktioner

1. I figuren nedan har vi dragit hojden fran punkten P. Man kan se att
triangeln OPQ &ar likformig med triangeln ORP, eftersom de bada &r
ratvinkliga och har ytterligare en vinkel gemensam, ndmligen v.

Detta ger att
PQ| _ |PR|
|OP| |OR|

Men |OP| =1, |OR| = cos(v) och |PR| = sin(v) vilket ger:

B |PR|  sin(v)
PRI =l0oP] |OR|  cos(v)

= tan(v).
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5.4 De trigonometriska funktionernas egenska-

per
1. Nedan har vi anvént att cos(—v) = cos(v) och sin(—v) = —sin(v) for att
utoka tabellen med vinklarna —30° = —x/3 radianer, —45° och —60°.

vrad | v° | cos(v) | sin(v) | tan(v)
—r 60| L | - | -3
S B B e B
w | E | |
0 0 1 0 0
sl 2 | 5
z 45 7 7 1
gl 3 | F | VB
5 90 0 1 odef.
m 180 -1 0 0

2. I grafen nedan anges vinkeln x i radianer. Det kan vara latt att glomma
att stdlla om vinkelenheten pa sin rdknare nir man ritar trigonometriska
grafer. En jamn funktion ar spegelsymmetrisk runt y-axeln. Detta antyds
genom de dubbelriktade pilarna mellan nagra av de punkter som speglas
pa varandra.

—4 —3/ -1 1 \ 3 4
1 \/

3. En udda funktion &r rotationssymmetrisk runt origo. Detta antyds i gra-
fen genom de bojda pilarna mellan nagra av de punkter som roteras till
varandra.
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4. Vi far att

_sin(=x)  —sin(x)  sin(z)
tan(—z) = cos(—z)  cos(z)  cos(z)

= —tan(x).

Notera att vi i mellanstegen har cos(—x) respektive cos(x) i ndmnarna,
sd de uttrycken &r inte definierade for de x som ger cos(—z) = 0 eller
cos(z) = 0, men det gor inget, for det ar precis de virden pd z dér inte
heller tan(z) och tan(—z) ar definierat.

5. Om f(z) = x + sin(z) sa géller att

6. Om f(z) = 22 + cos(x) sa giller att

f(=z) = (=x)* 4 cos(—z) = 22 + cos(x) = f(z).

7. Nedan har vi anvint att cos(m 4+ v) = — cos(v) och sin(v + ) = —sin(v)
for att utoka tabellen med vinklarna 210°, 225° och 240°.
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vrad | v° | cos(v) | sin(v) | tan(v)
—z | —60 ! —5 3
O B B e B
RN
0 0 1 0 0
sl 2 5| 5
z 45 7 7 1
I U T I S EE
3 90 0 1 odef.
m 180 -1 0 0
o lmo| -4 | o1 | 3
1225 | —vV2 | —V2 1
el | 4 || v

. Foljande &r ett exempel pa hur man kan resonera:
sin(180° — v) = sin(—v + 180°) = — sin(—v) = —(—sin(v)) = sin(v)

I den forsta och sista likheten anvinder vi bara elementéir algebra. I den
andra likheten anvinder vi addition av halvt varv, och i den tredje anvin-
der vi att sinus 4r en udda funktion.

. Exempelvis gller att sin(750°) = sin(360° - 2 4 30°) = sin(30°) = 3. Med
liknande resonemang far vi f6ljande tabell.

vrad | o° cos(v) | sin(v) | tan(v)
137 V3 1 1
% | 390 | % 2 73
257 V3 1 1
> 750 | L =8
197 1 V3
5| M0 52 V3

10. Att sin(z) har period 360° kan vi ocksa uttrycka som att

sin(x 4+ n - 360°) = sin(x)

for alla n € Z, samt att 360° dr den minsta vinkeln som detta géller
for. Det betyder att sin(2z) = sin(2x + n - 360°) vilket kan skrivas som
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11.

12.

13.

14.

sin(2z) = sin(2(x+n-180°)). Detta betyder att virdena som sin(2z) antar
upprepas med den kortare perioden 180° (eller 7 radianer).

Samma resonemang Som ovan ger

cos (Z) = cos (% +n-360°) = cos l(96—}—10800) .
(5) =os (5 n3007) =eos 5 )

Perioden &r alltsa 1080° eller 67 radianer.
Man kan resonera pa foljande vis:
cos(v —90°) = cos(—(v —90°)) = cos(90° — v) = sin(v).
I den forsta likheten har vi anviant att cosinus ar en jamn funktion, och

den andra likheten ar bara elementér algebra.

Notera att w = m — (§ +v) = § — v. Fran foéregaende uppgift far vi att

sin(w) = sin(g —v) = cos(g —v— g) = cos(—v) = cos(v).

Péstaendet foljer ocksé av att vinkeln i punkten P i figuren nedan maste
vara w, pa grund av likformighet mellan trianglarna.

Y

-1

Trigonometriska ettan ger att
cos(v) = £4/1 —sin(v)?2 = +£+/1 - 0,72 = +1/0,51.

Det maéste vara den positiva l6sningen som &ar den riktiga eftersom
cos(v) > 0 nir 0° < v < 90°.
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16.

17.

18.

19.
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Man kan ocksd tédnka sig andra sétt att resonera, med hjilp av andra
trigonometriska identiteter.

Trigonometriska ettan ger att
cos(v) = £4/1 —sin(v)? = +£+/1 -0,42 = +,/0,84.

Det maéste vara den negativa l6sningen som ar den riktiga eftersom
cos(v) < 0 nédr 90° < v < 180°. Vi far alltsa
sin(v) 0,4 —4 -2
tan(v) = = = = .
cos(v) —+/084 /84 21
Man kan ocksa tdnka sig andra sétt att resonera, med hjilp av andra
trigonometriska identiteter.

Punkten (cos(v),sin(v)) ligger per definition pad enhetscirkeln. Punkterna
dér kénnetecknas av att de har avstdnd 1 till (0,0). Avstandsformeln ger

v/ (cos(v) — 0)2 + (sin(v) — 0)2 = 12,

vilket kan skriva om till

cos?(v) + sin?(v) = 1.

Nér cos(v) = 0 &r varken hogerled eller vinsterled definierade, eftersom
man da skulle dela med 0. Vi méste alltsa forutséitta att v # 5 +n -7 for
alla n € Z. For 6vriga v kan vi resonera pa detta vis:

cos?(v)  sin?(v)  cos?(v) + sin?(v) 1

1+ tan®(v) = 0 (0) + cos2(v) = cos?(v) - cos2(v)

Dessa formler foljer genom att sitta u = v = x i summationsformlerna for
cosinus respektive sinus.

Dessa vinklar kan berdknas pa olika sidtt med hjilp av tidigare kdnda
varden och de trigonometriska identiteterna, sa nedanstaende berdkningar
ska ses som exempel.

(a) sin(690°) = sin(2 - 360° — 30°) = —sin(30°) = —3

1

V2
(¢) Med hjélp av summationsformlerna:

sin(75°) = sin(45° + 30°)

sin(45°) cos(30°) + sin(30°) cos(45°)

V3

2

(b) cos (&) =cos(2m+F) =

+

5=
[\&)
N | =
5=
[\&)

-
@
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(d) tan(210°) = tan(180° 4 30°) = tan(30°) = %
20. Héar ar nagra exempel pa hur man kan utféra berdkningarna.
a) Summationsformel {or sinus ger
sin (7 + %) = sin (7) cos (I) + cos () sin (%)

:0._+(_1).

b) Summationsformel for cosinus ger
cos (2F) = cos (m+ %)

in () sin (F)

n

= cos () cos (F) —
0

¢) Addition av halvt varv till vinkeln.

an (T (T V3
sin (—) = sln (§ —|—7r) = —siln (g) = —73.

3

d) Addition av halvt varv till vinkeln.
sin (ﬂ' — %) = —sin (—%) = sin (%) = —.

e) Periodisk funktion.
1
cos () =cos (2mr+ §) =cos (§) = —=.
V2
f) Periodisk funktion.

tan (%’) = tan (7r + %) = tan (%) = /3.

21. Trigonometriska ettan tillimpad pa formeln fér dubbla vinkeln ger

67

cos(2x) = cos?(z) — sin’(x) = cos?(z) — (1 — cos*(x)) = 2cos*(x) — 1.

22. Vi l6ser ut cos?(z) ur foregdende uppgift.
cos(2x) = 2cos?(z) — 1
1 + cos(2x) = 2 cos®(z)

cos(2z) + 1

cos?(x) = 5
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Om vi nu sétter x = § sa far vi den forsta identiteten som efterfragas i
uppgiften. Om vi anvinder trigonometriska ettan sa kan vi harleda nésta
identitet.

cos? (E) cos(v) + 1

2 2
o [V cos(v) + 1
() -

sin” (5 5
sin? (2) _1 — cos(v)

2 2

23. Satt exempelvis v = 30° i foregaende uppgift. Da fas

cos(30°) +1 V342
2 T4

(cos(15°))? =
vilket ger cos(15°) = 7”‘2_3”
Ett alternativt sétt dr att anvinda subtraktionsformeln f6r cos(45° —30°).

24. Med hjalp av summationsformlerna och trigonometriska ettan far vi

(sin(z) + cos(x))? — 1 = sin(z)? + 2sin(x) cos(x) + cos(z)? — 1
= sin(x)? + cos(z)? + 2sin(x) cos(x) — 1
=1+ 2sin(x) cos(z) — 1
= 2sin(x) cos(z)

= sin(2z)

25. Summationsformlerna ger (efter lite arbete)

vrad | v° | cos(v) | sin(v) | tan(v)
s s 1 \/§

s s 1 1

vz 1| % | L ~1
s s \/§ 1

TyT 180 | -1 0 0

26. Vi far foljande graf, med punkterna ur tabellen ovan och Figur 5.10 mar-
kerade.
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Y
1 y = sin(z)
— > x
1 3 2 3 4
-1
27. Den utvidgade grafen blir
Y
1 y = sin(x)
i x
1 2 3 4 5 6
—1

5.5 Trigonometriska ekvationer
1. Om sin(2z) = 1 sa géller att
22 = 90° + n - 360°,

det vill sdga att
x =45° +n-180°.

2. Om cos(3z + 30°) = 0,5 sa géller att
3z + 30 = +£60° +n - 360°,
det vill sdga att

1 = 10° +n-120°
To = —30° +n - 120°.
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3. Om tan(3z) = 1 s géller att

3r = 45° +n - 180°,

det vill sdga att

z = 15°4+n-60°.

4. Ekvationen saknar 16sning eftersom —1 < sin(z) < 1 for alla z.

5. Denna ekvation kan endast vara giltig da cos(x) = 0, det vill sdga da
x =90° +n - 360° eller z = 270° 4+ n - 360°.

6. Om 22 = 2z + 1 sa uppfylls ekvationen, och detta intriffar da z = 14 /2.

For att fa alla 16sningar s& maste vi ocksa ta hansyn till periodiciteten
for sinus. Om vy + n - 360° = 180° — vy + m - 360°, eller v1 +n - 360° =
vy + m - 360° s& dr sin(v1) = sin(vz). Vi kan alltsd losa ekvationerna
22 = 180° — 22 — 1 4+ n - 360° och 22 = 2z + 1 + n - 360° for att fi alla
l6sningar. Detta ger t =1+ /24 360-n och x = —1 4+ /1804 720 -n.

5.6 Triangelsatserna

1. Cosinussatsen och sinussatsen kan vara till hjalp i denna uppgift.

)

Cosinussatsen ger 32 = 42 + 52 — 2.4 -5 cos(v) vilket kan férenklas
till cos(v) = 2 dér 0 < v < 90°. Vi far v = 36,8698976°. P4 samma
sétt kan vi bestdmma att u = 90° och w = 53,1301024°.

4 3

Alternativt kan vi kdnna igen triangeln som en Pythagoreisk triangel,
som alltsa har alla sidlangder heltaliga, och ar ratvinklig. Vinkeln u
ar alltsa rat. Nar vi vet att triangeln ar rat kan vi direkt anvénda de
geometriska definitionerna av sinus och cosinus for att finna de andra
tva vinklarna.

Summan av vinklarna i en triangel &r 180° s& w = 180° —71° —43° =
66°. Sinussatsen ger att bsin(66) = 12sin(43) vilket i sin tur ger
b~ 8,96. Pa samma sitt far vi ¢ =~ 12,42
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2. I figuren nedan kan man se att 5v = 360°, det vill sdga v = 72°. Vi kan
ocksd se att v+ 5 + 5 = 180° sd w = 108°. For sidlingden s maste det
gilla att § =1-sin (%3 vilket ger att s ~ 1,18.

(D ;

3. Vi anvinder samma beteckningar som i foregéende figur och far att 10v =
360°, det vill siga v = 36°. Vi far ocksd att v + 5 + 5 = 180°, vilket ger
w = 144°. Sidléngden s uppfyller 5 =1 -sin (%) vilket ger att s ~ 0,62.

4. For avstandet d over sjon géller att d - tan(67) = 217. Detta ger att
d =~ 511 m.

. 7
/, !
’
7’
. ’
d,, ,
, I
’ /7
’ 1
/, /
4 1
/, /
. ’
, 1
9 :
{ ’
Al 1
N ‘
S 67°
N
217 m S
Ay

N

5. Enligt cosinussatsen giller att a? = b? + ¢ — 2bc cos(v) dér vinkeln v star
mittemot sidan som har lingd a. Om a? = b? + ¢? s& far vi 2bc cos(v) = 0
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vilket betyder att cos(v) = 0, eftersom b > 0 och ¢ > 0. Detta ger att
v =+£90° 4+ n - 360°.
Eftersom 0 < v < 180° for alla vinklar v i en triangel s& maste vi ha

v = 90°. Triangeln har alltsa en rat vinkel.

Detta kan sidgas vara omvandningen till Pythagoras sats: Pythagoras sats
siger att varje ritvinklig triangel uppfyller a? + b? = ¢2. Det som bevisats
hiir dr att varje triangel som uppfyller a? + b? = ¢ méste vara ritvinklig.

. Om a=4,b=13 och ¢ =15 sa blir s = 16 och arean blir

Area = /16(16 — 4)(16 — 13)(16 — 15) = 24.

En triangel dér alla sidléngder &r heltal, och dessutom arean &r ett heltal
brukar kallas en Heronsk triangel.

. I figuren nedan ser vi att h = a - sin(B). Vi far alltsd att arean blir

1
Area = ac sin(B).

Notera att vi hdr missbrukar notationen nagot, genom att behandla B
bade som ett horn i triangeln och den vinkel i triangeln som bildas vid
hoérnet B. Sa har vi gjort dven i avsnitt 5.6.

C

8. Fran foregdende uppgift far vi att

1
Area = ac V1 —cos?(B)

1ac 1-— 7a2+02_b2 :
2 2ac

B la \/4@202 — (a® + 2 — b?)?

2 ¢ 4a2c?

1 2
=1 \/4a202 — (a® +c? - b?)
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9. Fran foregaende uppgift far vi att

16-Area® = 4ac*> — (a2 +32— b2)2 = —a*— b = +2a%0? + 2422 + 262,

Vi visar nu att Herons formel ger samma uttryck:
16 - Area® = 16s(s — a)(s — b)(s — c)
=(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)la+b—c)
= —a' — b* — ¢t + 2d%0 + 2a%% + 2%

Vi far alltsd samma uttryck i bada fallen. Med andra ord har vi nu bevisat
Herons formel.

10. Vi kan se att sin(180° — A) = —sin(—A) = sin(A) sa vi fir samma uttryck
for h.
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Kapitel 6

Komplexa tal

6.1 Definition av de komplexa talen

1. Hér ges exempel pa hur man kan skriva om till formen a + bi:

2. Héar ges exempel pa hur man kan skriva om till formen a + bi:

2) I 1—1 1—4 1—-3 1 4
i+1  ((+D(1—4) 12—-42 2 2 2
—3 — )2 —92i
b)l i ’(1 1) ._ﬁz—i
i+1  (+1)(1—1) 2
1 i(1—1) 147 1 2
C)' = — — = = — —
i+1  (+1)(1—1) 2 2 2
d)5—3i (5—3i)(7—2i) 35—10i —21i+6i* 29 31i

2i+7  (20+7)(7—2i) 72 — 442 53 53

3. Héar ges exempel pa hur man kan skriva om till formen a + bi:

a) z+wW=(T—i)+(3+5i)=7T—i+3—5i=10—6i
b) z-w? = (7T—1)-(3+5i)2=(T—1i) (—16 + 30i) = —82 + 226i

(0]
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T—i  (T—i)(3-5i) 16-38 8 19

z
) % T3En BIG_5) 3 117
d) 24z=(T—-9)+(7T+1i) =14

4. Vi satter z = a + bi och w = ¢ + di och raknar:

a) z+zZ=(a+bi)+ (a—bi) =2a =2Re(z)
b) z—Z = (a+bi) — (a — bi) = 2bi = 2i Im(z)

c) z+w=(a+1ib)+ (c+di)=(a+c)— (b+d)i=(a—bi)+ (c—di)
zZ+w

I\

W

[

d) zvw

(a4 bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
ac—bd) — (ad+be)i=(a—bi)- (c—di)=a+bi-c+di

= (

5. For z = 0 ar uttrycket inte definierat. For 6vriga z sétter vi z = a+bi och

riaknar:

(a—bi)(a—bi) a®—2abi—b?
(a+bi)(a—bi) a?+ b2
_at = 2ab

T2+ a2rn

6.2 Det komplexa talplanet

Inga uppgifter till detta avsnitt.

6.3 Polar form

1. Om z =747 och w = —3 — 57 sa far vi
a) |z| =|7T+i]= V72 +12 = /50
b) |w| =|—3—5i| = \/(=3)2+ (-5)2 = V34

1
c) arg(z) = arctan <?) ~ 0,142 rad

)
d) arg(w) = —7 + arctan (g) = —2,11 rad
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2. Om 2z = 3+ sa far vi:

Im

Nér man multiplicerar med ¢ s& motsvarar det alltsa ett kvarts varvs ro-
tation runt origo.

. Genom att rita ut talet i det komplexa talplanet kan vi bestdmma argu-
mentet. I uppgift f) och h) ritar du talet som star i basen och anvénder
sedan de Moivres formel.

a) cos (—%) +isin (—%)

b) V8 (cos (=F) +isin(-%))

c) 3 (cos (0) + isin (0))

d) V10 (cos (1,89) + isin (1,89))

€) V2 (cos (=5F) +isin (7))

D (VD" - (cos (~32) +isin (- 2£))
g) cos (5) +isin (%)

h) cos (—%) +isin (%)

4. Vi skriver z = a + bi och réknar:

a) 2z = (a+bi)(a+ bi) = (a+bi)(a—bi) = a®+b*> = (Va? + b2)2 = |2|?

b) |z = [(a + bi)| = |a — bi| = \/a? + (=b)% = Va2 + b2 = 2|
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¢) Om z ligger i forsta kvadranten, d.v.s. om a > 0 och b > 0, si ar

_ —b b
arg(z) = arctan (—) = —arctan <—> = —arg(z)
a a

eftersom arctan(—v) = — arctan(v) for alla v. Om z ligger i en annan
kvadrant sa kan man resonera pa ett liknande vis.

d) Om b # 0 sa galler att
arg ((z — 2)?) = arg((2bi)?) = arg(—4b°) = 7

eftersom —4b? &r ett negativt reellt tal. Om b = 0 sé dr arg ((z — 2)?) =
arg(0) vilket ar odefinierat (i denna bok).

5. Lat z = 2(cos(m/3) +isin(m/3)) och w = 3(cos(w/2)+isin(7/2)). Anvind
sedan de Moivres formel.

a) 22 = (2(cos(m/3) + isin(n/3)))? = 4(cos(2m/3) + isin(27/3))
(cos(m/3) + isin(n/3)) - 3(cos(n/2) + isin(m/2))

(
= 6(cos(57/6) + i 51n(57r/6))

~

6. Binomialsatsen ger

(cos(v) + isin(v))?
= cos®(v) + 3i cos®(v) sin(v) — 3 cos(v) sin?(v) — i sin®(v)
3

= (cos®(v) — 3 cos(v) sin?(v)) + (3 cos®(v) sin(v) — sin®(v)).

Vi kan ocksa skriva om uttrycket med deMoivres formel:
(cos(v) + isin(v))® = cos(3v) + isin(3v)

Om vi ser pa realdelen av (cos(v) + isin(v))? s far vi att

cos(3v) = cos®(v) — 3 cos(v) sin?(v)
och foér imagindrdelen att

sin(3v) = 3 cos?(v) sin(v) — sin®(v).

7. Om z = |z|(cos(v) + isin(v)) sd ska vi bevisa att

2" = |z|"(cos(nv) + isin(nwv))



6.4. EXPONENTIALFUNKTIONEN 79

géller for alla n € N.

Induktionsbasen bestar av fallet da n = 0 och vi kan se att bada leden ar
lika med 1 i det fallet. Vi antar darfor att pastaendet ar sant férn =k > 0
och forsoker visa att pastaendet for n = k + 1 da foljer.

k1 _ Lk

|z|(cos( ) +isin(v)) - |2|*(cos(kv) + i sin(kv))
1. (cos(v) 4 isin(v)) - (cos(kv) + i sin(kv))
b (cos((k + 1)v) + isin((k + 1)v))

= HLk+1

VLgi1

I den tredje likheten anvinde vi induktionsantagandet och i den femte att
argumenten adderas vid multiplikation i polar form. Enligt induktions-
principen géller alltsa pastaendet for alla n € IN.

6.4 Exponentialfunktionen

1. Hér ges exempel pa hur man kan rdkna och resonera.

a) e ™ =€ (cos(—m) +isin(—m)=1-(-1+i-0)=—1

Man kan ocksa se att argumentet —m ger att talet ligger pa negativ
reell axel, och eftersom exponentens realdel dr noll, s& maste beloppet
vara 1. Vi far di att e ™ = —1.

b) e’ =¢’- (cos(Z) +isin(F))=1- (\f—i-zf) f—l—z\f
Man kan ocksa se att argumentet dr en attondels varv, sa talet ligger

pa en strale i forsta kvadranten, med samma realdel som imaginérdel.
Eftersom beloppet #ir 1 si ger Pythagoras sats att 2(Re(2))? = 1, sa

Re(z) = \/Li = Im(2).
) e F=1-(0+i-(-1) =—i.
d) em2+Fi = M2 (cos (%) +isin (%)) =2- (% J”%i) V2+ive

1 .
= emi= ]
e) = =€
f) e i = \}5 z%
g) e titeti=—i+i=0

Observera dock att det inte i allménhet giiller att e+ —e=2~W = ().

197 . 3m . 3x .
h) 67”264””7”264“-67”:1-( =-1 +iLl

2. Har ar exempel pé: hur man kan resonera.

S S o . - 0+ - =
a) Eftersom [i| = 1 och arg(i) =  s& blir i = e’*"'2 =e"'2
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b) i2 = —1=¢'"

¢) [14i| = V2 och arg(l+4i) = Z. Vi far dirfor att 1 +i = v2-€'7 =
eln(ﬂ)#»i%.

d) 9 — eIn(2)+i-0

1 1y _gm
f) Fran uppgift ¢) far vi i vl

1+i  (1+4)?
1—i  (1—4)(141)

h) 242 = 2(144), s& frén uppgift c) fir vi 24+2i = /B-¢'5 = (VB +ig

i

R

=i=e

g)

3. Enligt definitionen av exponentialfunktionen:

(cos(z) + isin(z) + cos(—x) + isin(—x)) =
(cos(z) 4 isin(z) 4 cos(z) — isin(z)) =

-2 cos(x) = cos(z).

N~ N~ N -

4. Tangens ar kvoten mellan sinus och cosinus, sa vi far féljande:

sin(z)

tan(z) = cos(z)

eim _ e*im 2
et + e— T Z =
%, T

e —e”

! eiLE + e—iw

6.5 Avstand och absolutbelopp

1. Vi anviander den geometriska tolkningen av absolutbeloppet.

a) Den geometriska tolkningen av |z — 2| ger att uttrycket motsvarar
avstandet mellan talet z och talet 2. Detta avstand ska hela tiden
vara 1, vilket betyder att vi far en cirkel med radie 1 och centrum i
det komplexa talet 2.
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Im

[\, Re
N

b) Vi kan skriva likheten som |w — (—i — 1)] = 2. Den geometriska
tolkningen ger en cirkel med centrum i punkten —1 — ¢ och radie 2.

Im

YN Re

¢) Olikheten &r uppfylld av alla tal z som ligger pa avstand hogst 2 fran
talet 2i.

Im

Re

d) Olikheten ar uppfylld av alla tal z som ligger pa avstand minst 2 fran
talet 1.

Im

e) Vi kan skriva om likheten till [z — (—=1)| = 3. Den motsvarar alltsa

en cirkel med radien % och med centrum i talet —1.
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Im

) Re
D

f) Vi skriver om likheten till |z — (=1 —4)| > 3.

Re

g) Om man bryter ut talet ¢ i vinsterled s& fir man |z (z — %)} > 2,
vilket kan skrivas som [i||z 4+ 2| > 2 om man anvinder att ¢ = —ai.
Vi far alltsd olikheten |z — (—2i)| > 2.

Im
Re
h) Olikheten kan skrivas som }w — %z’ =2.
Im
Re

NI

2. Lat a € R. Vi anvinder att Re(z) = a motsvarar en lodrét linje genom
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talet a pad den reella axeln och att Im(z) = a motsvarar en vagrét linje
genom talet ai pd den imaginédra axeln.

a) Se den geometriska tolkningen ovan.

Im
Re
b) Se den geometriska tolkningen ovan.
Im
Re
¢) Se den geometriska tolkningen ovan.
Re

d) Se den geometriska tolkningen ovan.

Im
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e) Anviand den geometriska tolkningen av absolutbeloppet.

Im

Re

f) Anvind den geometriska tolkningen av absolutbeloppet.

Im
Re
g) Re(z)+Im(z) = a motsvarar linjen y = —z-+a i ett zy-koordinatsystem.
Im

\ Re

h) Se foregiaende uppgift.

Re

3. Den geometriska tolkningen av arg(z) = v ger en linje fran origo som
bildar vinkeln v mot den positiva delen av den reella axeln.
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a) Likheten géller for de z som ligger pd samma avstand fran talen 1
och 3. Det ger en lodrat linje som passerar genom den punkt som
ligger mitt mellan 1 och 3.

Im

b) Vi skriver om likheten till |z — (—1)| = |z — i| och se att det ger en
linje pd samma sétt som i féregdende uppgift.

Im

Re

¢) Anvind den geometriska tolkningen av argumentet.

Im

d) Anvind den geometriska tolkningen av argumentet.

Im
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4. Vi anvander de geometriska tolkningar som finns i tidigare uppgifter.

a) I figuren kan man se att omradet motsvarar de punkter som ligger i

en cirkel med radie % och centrum i det komplexa talet —%i. Dessa
punkter kan ocksa beskrivas med olikheten |z — (—324)] < 2 eller

2 2
|2+ 5i] < 3
b) Punkterna dr de som har realdel som ar hogst 1, det vill sdga Re(z) <
1.

6.6 Rotter till polynomekvationer
1. Nedanstaende ar exempel pa hur man kan 16sa ekvationerna.

a) pg-formeln ger:

x=-2+1+22-5
r=-2+v-1
T=—-2%1

b) pg-formeln ger:

r=—-1++/(-1)2-3
r=—14 /-2
r=—14+ V2

¢) pg-formeln ger:

=3+ /(3)2-9
r=-3%0
2 = —3 (dubbelrot)

d) Vi kan skriva om 22 + 1 = 0 som 22 = —1 vilket ger z = 4.

2. Nedanstaende ar exempel pa hur man kan I6sa ekvationerna.

a) pg-formeln ger:
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b) pg-formeln ger:

¢)

)

5 5
24 0/(2) =6
T3 <2

5 %5 24
:—:l: _— —
Ty 1
51
7373

z=2ellerx =3

Ekvationen x2 + 47 = 0 kan skrivas som 22 = —44. Vi later x = a+bi
och satter in detta i ekvationen:

2% = —4i

(a+ bi)* = —4i
a? + 2abi — b? = —4i
a? — b% 4+ 2abi = —4i

Realdel respektive imagindrdel méaste vara lika for héger- och vins-

terled vilket ger att
a?—v*=0
2ab=—4

Fran den férsta ekvationen far vi att a = 4b vilket ger +2b% = —4 om
det sitts in i den andra ekvationen. Detta ger b = + /2. Vi far alltsa
att a = \/§,b: —v2eller a = —\/§,b: V2. Svar: z = V2 — V2i
eller z = — /2 4+ /2i.

Losningarna kan ocksa med fordel testas i ursprungsekvationen.

Vi bryter ut x i vinsterled och far z(z + (i +1)) = 0. Alltsd &r x =0
eller z = -1 — 4.

3. Lat z =r - e* 1,

a)

Vi skriver om bada leden till exponentialform och far ekvationen
r3 . €3 = e7™ Talet r &r alltsd ett positivt reellt tal som uppfyller
att 7> = 1, vilket betyder att » = 1. Vi kan ocks4 se att 3z = m+n-27

vilket ger x = Z 4+ n - %’r Sammanfattningsvis ger detta tre unika

- ceFi— 1 B omi_ i1 _ 3,
l6sningar: e3* = 5 + 524, e"™ = —loches" = 3 521
. . o . o e o . o ) —_T,
Vi gér p4 samma sétt som i féregdende uppgift och far r3e3*? = ¢~ 37,
vilket ger 7 = 1 och x = —% +n - 2?7’ Vi far tre unika losningar
™ . ™ . Im .
efﬁzzﬁ—lz,eﬂ:zocheﬁzz—ﬁ—lz.

2 2 2 2
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c) Exponentialformen blir r#e®® = ™ vilket ger r = 1 och

r = =% +n- 5. Vifir de fyra loésningarna e T = %5 — %i,
et =2+ i e =P+ Pioch T = — .
d) Exponentialformen blir 73 . 3% = 23 . ¢™  vilket ger 7 = 2 och

™

r=%+n- %’T Vi far de tre l6sningarna 2e3 = 1+ /3i, 2e™ = —2
och 2¢% =1 — V3i



Kapitel 7

Funktioner

7.1 Grundliggande begrepp i funktionsliara

Loa) (fog)a)=f(¢-1)=2(-1)+1=(@—-2)+1=a-1
b) (gOf)(x):g(Qx—l—l):@—121—}—%—1:95—%
¢) (fofilx)=fRx+1)=22z+1)+1=4x+3
d) (gog)@)=g(5-1) =2 -1=%-§-1=5-3

2. Om f: R — R vara funktionen som ges av att f(z) = 22 och g : RT — R
funktionen dir g(z) = /x sd giller att (f og) : RT — R och

(fog)(x) = f(Vz) = (Vz)* = z.
Vi far ocksa att (go f) : R — R och
(g0 f)(z) = g(a*) = Va? = Ja|.
Notera skillnaden i definitionsméngd.

3. Viardeméngden for funktionen f kan bestdmmas genom att avgora for
vilka y som ekvationen y = f(z) har en 16sning z.

a) Enligt definitionen av cosinus sa géller att —1 < cos(z) < 1 och alla
virden i intervallet kan antas (se enhetscirkeln). Vardeméngden blir
darfor {r e R: -1 <z <1}.

b) Uttrycket (—1)™ &r 1 for jamna n och —1 f6r udda n och inga andra
varden kan antas. Det betyder att 1 + (—1)™ ar 0 eller 2 for jaimna
respektive udda n. Vardeméangden ar darfor {0, 2}.

¢) Vi kan avgora om y tillhoér virdeméngden genom att forsoka losa
ekvationen y = 22+ 6z + 1 med avseende pd . Kvadratkomplettering
ger ekvationen (z + 3)? = y + 8 som har reella rétter om och endast
om y + 8 > 0. Vardeméngden blir darfor {y : y > —8}.

89
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Vi kan ocksé resonera som foljer: Eftersom x2-termen har en positiv
koefficient kommer funktionen att anta godtyckligt stora véarden, och
vi behoéver bara avgora vad det minsta mojliga vardet dr. Exempelvis
genom att utnyttja symmetri hos andragradskurvor far vi att det
minsta virdet antas d& x = —3, vilket ger y = —8.

d) Vi kan resonera pa liknande sétt som i foregdende uppgift. Ekva-
tionen y = 4z — 3 har en l6sning om och endast om y tillhor vér-
deméngden for f. I detta fall kan vi se att alla y ger en 16sning.
Vardeméngden blir darfér R.

7.2 Olika representationsformer for funktioner

1. Ett allmént andragradspolynom kan skrivas som p(z) = ax? +bx +c. Om
vi sétter in virdena sa far vi féljande ekvationer:

l=p(-1)=a—-b+c
1=p(l)=a+b+c
3=p(2)=4a+2b+c

Om vi subtraherar den forsta ekvationen fran den andra sa far vi 2b = 0,
det vill sdga b = 0. Om vi subtraherar den andra fran den tredje s& far vi

2 = 3a, det vill sdga a = %, vilket i sin tur ger att ¢ = +. Polynomet blir

3
alltsd p(z) = %:CQ + % Detta kan med fordel kontrolleras mot de givna

vardena.

2. Nedanstaende ar ett exempel pa en sluten form for funktionen.

3, —oco<zxr<-—1
f@)=4 2-2, -1<z<1
20 —1, 1<z <o

3. I grafen nedan markerar en ifylld cirkel funktionsvardet for ett visst x, och
en €j ifylld cirkel &r en punkt som inte ligger pa grafen.
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y = f(z)

—
(V)

4. Nedanstaende ar exempel pa hur man kan skriva funktionen pa sluten

form.

a)

Vi loser ekvationen med avseende pa x med hjalp av kvadratkom-
plettering: (z — a)? — 9a? = 2? — 2az — 8a? = 0. Rétterna blir dirfor
x = a=£3a, det vill siga x = —2a eller v = 4a. Om a > 0 sd &r z = 4a
den storsta roten. Alltsa ar f(a) = 4a en beskrivning pa sluten form.

I figuren nedan har vi skrivit in en rektangel med basen 2y i en cirkel
med radien x (dir 0 < y < z). Vi kan med hjilp av Pythagoras sats

se att rektangelns area ir 2y - 2 /22 — y2 = 4 \/y2 (22 — y2).

Uttrycket for arean ir si stort som mojligt da y?(z? — y?) dr si stort
2
X

som mojligt. Detta intriffar da y? = 5, vilket kan ses genom att
sitta t = 32 och underséka maximum for det kvadratiska uttrycket
t(x? —t) = tz? —t? dir 22 behandlas som en konstant. Den maximala

. o e x2 x2
arcan blir dérfor 4 (/% (22 — &) =
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332*:'/2

7.3 Ytterligare begrepp i funktionsliara

1. a) Funktionen f : R — R dar f(z) = 2z dr en injektion eftersom f(x) =
fly) = 22 = 2y = x = y. Det dr ocksa en surjektion eftersom
y = f(x) alltid har en 16sning 2 = ¥. Funktionen dr dirmed ocksa
en bijektion eftersom den &r bade en injektion och en surjektion.
b) Med samma resonemang som ovan kan vi se att detta ar en injektion.

Det dr ddremot inte en surjektion eftersom f(z) # 1 € Z, exempelvis.

c¢) Detta dr inte en injektion eftersom f(—1) = f(1). Det &ar heller inte
en surjektion eftersom f(z) aldrig kan bli negativ.

d) Detta &r inte en injektion eftersom f(—1) = 1 = f(3), men det &r
en surjektion. For det senare kan vi resonera pa foljande vis: Om
y < 2 sd géller att f(y —2) = (y—2)+2 =y och om y > 2 s ar
fly+2) = (y+2) —2 = y. Vi kan alltsd i alla tdnkbara y som
funktionsvérden.

2. For att bestdmma inversen till f kan vi l6sa ut = ur ekvationen f(z) = y.
En forutsattning ar att funktionen ar en bijektion.

a) Funktionen &r en bijektion. Vi l6ser ut « ur y = f(x) = 2z + 7 och

o _y=7 _y 7 . v P —1 o
far x = 55 = & — 5. Inversen ar darfor f~'(z) =

x 7

22
b) Funktionen &r en bijektion och om vi léser ut z ur y = f(z) = 2% — 1
s far vi z = (y — 1)3. Inversen ar dirfor f~1(z) = (z — 1)3.

[

¢) Funktionen dr inte injektiv, eftersom vi exempelvis har f(1) = f(-1) =
0.
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d) Funktionen &r inte injektiv, eftersom vi exempelvis har f(—1) =

f(1)=1.

3. For att bevisa pastaendet kan man resonera pa foljande vis:

(g7 o f o (fog@) =g ' (f T (fl9(@)) = g7 (9(2)) =

7.4 Rekursiva definitioner av funktioner

1. a) Virdet S(0) =1 &r givet och vi berdknar med rekursionsformeln att
S(1) =15, 5(2) =13, 5(3) =29, S(4) =61, samt S(5) = 125

b) P4 liknande siatt som i foregdende uppgift far vi funktionsvirdena 1,
1,0,-1,-1,0

2. Funktionsvirdena berdknas pa liknande sétt som i féregaende uppgift. Vi
far
f) =1, f(2) =4, f(3) = 2,875,
f(4) =2,65489130434782608695652173,

f(5) = B2UT ~ 2645767,

att jamfoéras med NGES 2,645751. Vi noterar att viardena Gverensstammer
till fjairde decimalen.

3. Den rekursiva formeln kan utldsas direkt ur den retoriska beskrivningen,
nédmligen T'(n) = Z;ll T(k)déar T(0) = 1. Som i foregdende uppgifter kan
vi d& berdkna de inledande viardena i talféljden, ndmligen 1,1, 2,4, 8, 16, . . ..
En sluten formel ser ut att vara T(0) = 1 och T'(n) = 27! fér n > 1.

Att denna formel stdmmer kan sedan ldmpligen bevisas med hjilp av
induktion.

4. Initialvirdena som anges i uppgiften stdmmer inte dverens med numre-
ringen i rekursionen. For att 6verensstdmma med defintionen i texten ska

man sitta F'(0) =0, F(1) =1 och

F(2n) = F(n)? +2F(n — 1)F(n)
F@2n—1)=Fn)*>+ F(n—1)?

sa att
F2)=F2 - 1)=F1)*+2F1-1)F(1)=1*+2-0-1=1

och
FB3)=F2-2-1)=F2)?+F2-1?2=1"+1*=2.

5. Basfallet n = 1 ges direkt av definitionen av S. I induktionssteget kan man
resonera som foljer. S(n+1) = 25(n) +3 = 2(2"+t1 —3) +3 = 2(»++1 _3,
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7.5 Polynomfunktioner, rotfunktioner, exponen-
tialfunktioner och logaritmfunktioner

1. Foljande ar exempel pa hur man kan forenkla.

1 1 1 7
f) 161+3+1 = 167 = (162) = 97 = 198,

2. Visitter in x = 2 i definitionen, och adderar termer till dess att den tredje
decimalen stabiliserats. Vi fir att e2 ~ 7,389. Det behovs 12 termer ur
definitionen for att fa tillrdacklig precision.

3. (A) Fran olikheten 4 < 5 < 9 far vi att 2 < v/5 < 3 om vi drar roten ur
varje led.

(B-D) Raderna i tabellen nedan innehaller stegen i berdkningen.

a | b |52 m|a® |0 | m?| m2<5h?
1 5 25 :
5 1 9 25 81 :
2 |1 3|1 1 |4 | 7|1 | Ne
9 1 17 81 289
2 1] 8 s | 4 16 61 | Ja
17 | o | L
8 4 16

Vi stannar efter tre rader eftersom Z’_T“ = 11—6 < 0,1. Vi far alltsa att

NGXS “T‘H) = %. Skrivet pa decimalform motsvarar detta ‘;’—‘g = 2,1875

vilket kan jamforas med den sanna vardet V5 &~ 2,2361. Avvikelse ar
alltsa verkligen mindre &n 0,1.

4. Vi anvinder riakneregler for exponenter och det faktum att e* och In(z)
ar varandras inverser och far

e%ln(w) _ (eln(z))% _ xl/m
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